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COLTISORUL CU AMINTIRI

Centenarul Marii Uniri

Filofteia MARINESCU'

In anul 2018, aniversam 100 de ani de la evenimentul politic major al anului
1918: desdvarsirea statului national roman, realizata prin unirea provinciilor
romanesti cu Romania. La inceput a fost unirea Basarabiei cu Romania (27
martie 1918). Aceasta a survenit pe fondul dezmembrarii Imperiului rus, odata
cu proclamarea principiului autodeterminarii. La 27 martie 1918 Sfatul Tari
care cuprindea reprezentanti ai tuturor nationalitatilor - 138 deputati — a adoptat
hotararea Basarabiei de a se uni cu Romania.

Unirea Bucovinei cu Romania a avut loc la 28 noiembrie 1918 cand Congresul
General al Bucovinei, la propunerea lui Iancu Flondor, cel care a prezidat lucrarile
congresului, a votat cu o majoritate covarsitoare unirea Bucovinei cu Tara Mama.

In final are loc unirea Transilvaniei, Banatului, Crisanei si Maramuresului cu
Romania, la 1 decembrie 1918, cand Marea Adunare Nationala de la Alba Iulia, ce
a reunit 1228 deputati alesi si peste 100.000 de oameni veniti din toate colturile
Transilvaniei, a consfintit unirea cu Patria Mama.

Ce sarbatorim la Centenarul Marii Uniri?

Daca ar fi sa rezumam in cateva idei, in 2018, la Centenarul Marii Uniri, toti
cei care simt romaneste sarbatoresc:

Credinta romanilor care au facut Unirea ca toatd suflarea romaneasca trebuie sa
traiasca Impreuna, intr-un singur stat, ROMANIA.

Efortul sustinut al romanilor, de-a lungul timpului, de a nu uita ca sunt romani.

Nazuinta romanilor de a infaptui Marea Unire, avuta de-a lungul secolelor,
indiferent de vicisitudinile istoriei.

Tenacitatea liderilor si a elitelor romanesti, care au intreprins toate cele necesare
ca Unirea sa devina realitate.

!Profesor pensionar
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Eroismul si jertfa celor fara de care visul romanilor de veacuri, Marea Unire, nu
ar fi fost posibil.

Nesupunerea romanilor in fata imperiilor vremelnice care le-au afectat interesele
si neacceptarea unei sorti potrivnice.

Ambitia romanilor de a ramane impreuna dupa 100 de ani de la Marea Unire.

Ratiunea romanilor de a cauta in permanenta cele mai bune imprejurari pentru
concretizarea aspiratiilor legitime si valorificarea acestor ocazii.

Ce umbreste Centenarul Marii Uniri?

O scurta privire, aruncata asupra hartii Romaniei anului 2018 si a celei din
1918, ne arata ca bucuria Centenarului Marii Uniri nu poate fi deplind. Romania
nu mai arata ca acum 100 de ani, dupa Marea Unire. In 28 iunie 1940, in urma
Pactului Ribbentrop-Molotov, Romania este sfasiata, din nou, si pierde Basarabia,
nordul Bucovinei si Tinutul Hertei. Umbra acelei zile, tragice pentru Romania, este
inca resimtita de intreaga suflare romaneasca. Serbarea Centenarului Roméaniei
trebuie sa fie si un motiv de reflectie, dar mai ales de constientizare ca este de
datoria noastra sa refacem ceea ce au pus in opera romanii in ziua de gratie 1
Decembrie a anului 1918. Deci, la 100 de ani de la Marea Unire, trebuie sa stim
ca Romania nu este intreaga fara Basarabia si fara nordul Bucovinei!

In acest an unic pentru Romania, 1i omagiem pe cei care, acum 100 ani, au
reusit sa realizeze un vis aparent imposibil: unirea tuturor romanilor. Este un
motiv de sarbatoare, dar este si un prilej de gandire pentru fiecare roman de azi.

Miracolul Marii Uniri nu s-a facut in conditii usoare. La 1918, Romania era
vlaguita de razboi si epidemie, partial ocupata de armate straine si departe de
aliatii sai. Toate nemultumirile si dezbinarile noastre de astazi par neinsemnate
fata de ceea ce au avut de infruntat inaintasii nostri. Totusi, ei au reusit acolo
unde toti cei dinaintea lor dadusera gres de nenumarate ori. Au reusit pentru ca
au actionat impreuna.

Vom omagia anul acesta mari figuri nationale: ganditori, oameni politici,
militari sau simpli cetateni. La vremea lor, nu erau mari eroi, ci doar oameni
ca noi, cu defecte si calitati. Unii ambitiosi sau nerabdatori, altii pesimisti sau
descurajati. La momentul 1918, fiecare insa a reusit sa puna totul deoparte — sa
se puna pe sine deoparte! — in slujba unui tel mai presus de ei: un stat unitar,
democratic si o casd mare pentru o mare familie. Romania Mare urma sa devina
statul tuturor fiilor sai, indiferent de etnie, religie sau optiuni ideologice. O unitate
in diversitate.

A omagia realizarile inaintasilor este frumos, insa nu suficient, pentru ca
mostenirea pe care ne-au lasat-o nu este doar un cadou, ci si o datorie. Aceea de
a hrani si creste, zi de zi, prin faptele modeste ale fiecaruia, avutia comuna. A
omagia cum se cuvine inaintasii iInseamna inainte de orice a omagia spiritul lor.
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La 1918, oamenii politici cei mai diferiti - adversari inversunati pe viata -
au stiut sa-si dea mana si sa lucreze Impreuna. Ii separau educatia, caracterul
si ideologiile, dar aveau in comun un lucru: toti doreau o Romanie unita si
democratica, un acasa in care fiecare sa se poata dezvolta liber.

A fi uniti nu inseamna a fi toti la fel, ci a defini si pastra un sanctuar sufletesc
comun, o zona care nu sufera negociere sau conflict: Romania. Asemenea unui
arbore, fiecare ramura creste altfel, dar fiecare contribuie la soliditatea trunchiului
comun. Indiferent de tot ce ne desparte, suntem roméani. Romani in primul rand,
nu doar in ultima instanta.

Romania Mare a cuprins intre hotarele sale multe minoritati nationale sau
religioase. De la bun inceput, toti trebuiau sa se poata dezvolta in siguranta si
egalitate, sub un singur steag. Diferentele acestea nu sunt o sursa de vulnerabilitate,
ci sunt ceea ce ne uneste.

Asadar, trebuie sa Invatam din exemplul marilor inaintasi de la 1918 si sa nu
lasam ca tot ceea ce ne desparte sa ne dezbine. Daca reusim sa ne privim fata in
fata si sa gasim, dincolo de optiunile fiecaruia, cele cateva lucruri sacre care cad in
custodia noastra comuna, atunci vom putea si ne privim in ochi atat bunicii pe
care-i omagiem, cat si nepotii care asteapta de la noi o Romanie eterna si demna.

Vom avea de sirbitorit in acest an cateva date de aur. In sunetul festivititilor,
cel mai semnificativ semnal sonor pe care il putem da ar fi un minut de tacere, nu
doar ca sa ne reculegem pentru sacrificiul total al roméanilor de acum 100 de ani,
ci si un moment de reflectie, in care fiecare sa ne intrebam cu ce putem contribui
nu cu vorbe mari, ci cu fapte modeste, in fiecare zi, pentru ca Romania mea sa
devina Romania noastra.

Suntem niste oameni norocosi ca ne-a fost dat sa traim acest popas istoric,
100 de ani de la Marea Unire. Toate evenimentele consemnate in istoria tarii
noastre s-au regasit si in istoria acestor meleaguri ale Oltului. Peste tot, oamenii
de azi se implica in a cinsti marea sarbatoare prin actiuni frumoase, fie cu caracter
stiintific, fie artistic. Un grup de fosti elevi ai liceului ,,Stefan Diaconescu” Pot-
coava, impreuna cu profesorul de matematica al liceului au initiat un Concurs
Interjudetean de Matematica in cinstea profesorului Marinescu Ghemeci-Octavian,
un profesor remarcabil, care din pacate nu mai este printre noi. Concursul este
incununat de o revista. Actiunile desfasurate in acest an au fost dedicate centena-
rului unirii. Tot in cinstea centenarului, profesorii si elevii liceului au prezentat o
serie de activitati artistice, culturale, literare.

1 Decembrie 1918 raméane inscrisa in memoria romanilor ca Ziua Marii Uniri.
,,Pe-al nostru steag e scris unire” rasuna acum un secol ca fiind idealul romanilor,
prin unirea care avea sa ajute la crearea unei identitati comune.

Prin participarea la razboiul de intregire nationald, prin sacrificiile de vieti
omenesti, potcovenii s-au integrat eforturilor colective ale intregului popor.
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Invatatorii Manole Radulescu, Stefan Carjan, Dumitru Geeorgescu, Dumitru
Dumitrescu, Constantin Stefanescu si Mihai Dumitrescu au luptat cu arma in
mana pentru cauza sfanta a neamului.

Sub crucile aliniate ostaseste in vreun cimitir militar, ori presarati pe tot
intinsul patriei isi dorm odihna de veci si eroii din localitatea noastra, purtand si
acum grija celor lasati acasa fara sprijinul lor.

Tara si-a intregit hotarele!
Sa nu-i uitam!

Cel putin de doua ori pe an sa ne gandim la ei, la jertfa lor, in ziua de Inaltare
si la 1 Decembrie. Cu sange cald si lacrimi sarate, tara le-a scris numele pe cruci
si pe monumente, pentru aducere aminte si vesnica recunostinta.

Marturie a acestei recunostinte stau cele doua monumente din localitate ridicate
in cinstea eroilor cazuti in razboaiele din anii 1913 si 1916-1918:

Monumentul Eroilor de la Scoala Primara din satul Mijlocu-Potcoava:

1. invé‘gétor Dumitru Geeorgescu, Locotenent

2. Ton Badea 20. Florea Banita
3. Ion Parvu 21. Coman Neacsa
4. Ton Zamfir 22. Dumitru Tanasoiu
5. Tudor Dumitru 23. Constatin Matei
6. Dumitru Tudor 24. Constantin Cazangiu
7. Dumitru Drejoi 25. Dumitru Lauda
8. Tancu Goala 26. Ton Popescu
9. State Peica 21. Tlie Voicu

28. Marin Badea
10. Ton Carpici 50. Radu Milea
11. Pavel Apostol 30, Ton Tonitd
12. Constantin Patrascu 31. Marin Popa
13. lon Pestritu 32. Marin Marica
14. Ban Haralambie 33. Petre Bilan
15. Marin Stanculescu 34. Alexandru Popa
16. Niculae Guianu 35. Alexandru Dogaru
17. Niculae Vladu 36. Nicolae Nicolae
18. Alexandru Giogardac 37. Ilie Giogardac
19. Constantin Dumitrescu 38. Licsandru Parvu
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39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
o1.
52.
93.
54.
55.
56.
o7.
o8.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.

Mihai Licsandru
Ciurea Drejoi
Stan Lauda
Radu Stan

Radu Marin
Marin Voicu
Marin Drejoi
Matache Marin
Ion Arapu
Stancu Mierloiu
Marin Dumitru
Dumitru Milea
Ton Radulescu
Radu Raduneata
Constantin Cercelaru
Marin Livezeanu
Tudor Dorobantu
Marin Iancu

Ton D. Apostescu
Badea Pestritu
Neacsu Parvu
Marin Badea
Marin Gheorghe
Mihai Milea
Stancu R. Visan
Tancu Florea
Petre Iancu
Badea Fudulu
Apostol Tordache
Ilie Diaconu
Florea Cojocaru
Calin Cojocaru
Tudor Popescu

Tudor Dinca

73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.
99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.

Calin Ionita
Mihai Stanculet
Dumitru Draghici
Dumitru Popescu
Gheorghe Popescu
Zamfir Popescu
Marin R. Oprea
Voicu Marin

Ilie Burcea
Nicolae V. Ene
Stancu O. Rosu
Vladu S. Savu
Stancu G. Toader
Constantin Angelescu
Mihai R. Dragan
Ton R. Parvulescu
Ton G. Florescu
Nicolae Neacsu
Gheoghe Ciuta
Ion Stoi

Dumitru Voicu
Voicu Ilie

Nicolae Stoica
Calin Rotaru

Ton M. Rosu
Nastase Ghioc
Marin Radu

Emil G. Marinescu
Gheorghe Ionescu
Gheorghe Popescu
Nita Balasoiu
Voicu N. Béldsoiu
Gheorghe Zamfirescu
Marin Popescu

Ion Florescu
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108. Marin Visan 141. Mihai Popa
109. Stan C. Neacsu 142. Dumitru Pasala
110. Ion Sarbu 143. Mihai Sararu
111. Ton Anghel 144. Marin Badica
112. Ilie Milcu 145. Ton Dulfeanu
113. Parvu Dumitru 146. Tlie Stanca
114. Visan Vana 147. Ton Miu
115. Ion Ganea ot R

148. Mihai Badica
116. Ton Baia 149. Nastase Rusu
117. Mihai Mazilu 150. Stan Optisanu
118. Stancu Dobre 151. Alexandru Catu
119. Dumitru Taifas 152. Matei Carpici
120. Dumitru Georgescu 153. Ton Drejoi
121. Constantin Florescu .

154. Gheorghe Constatin
122. Marin Cercelaru

155. Nicolae Balan
123. Ilie Stanculescu

156. Radu Banita
124. Marin Parvulescu

157. Ilie Stancu
125. Gheorghe Costea

158. Ion Bucinica
126. Nastase G. Manole

. . 159. Stancu Drejoi

127. Dumitru Stoica

160. tanti ad
128. Niculae Oiuta 60. Constantin Raducanu
129. Constantin Livezeanu 161. Florea Neacsu
130. Nicola C. Marinescu 162. Ion Stoica
131. Florea Stanculescu 163. Nicolae Leznescu
132. Constantin Ensichioaia 164. Constantin Stanculescu
133. Marin Fluture 165. Ion N. Badea
134. Dumitru Tanasoiu 166. Marin N. Popescu
135. Radu Pasala 167. Anghel I. Ciobanu
136. Ion Optisanu 168. Petre Grigorescu
137. Constantin Carpici 169. Marin D. Mihai
138. Nicolae Valcea 170. Nicolae Trocmaer
139. Baicu Mosteanu 171. Ton Nuta
140. Dumitru Guianu 172. Tudor I. Carjan
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Monumentul Eroilor de la Scoala de 8 ani Sinesti-Potcoava:

1. Dumitru Nastase, Sergent

2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

© »® N o

Buiculescu Stan, Sergent

Ciuciu Alexandru, Caporal

Balcau Nicolae
Nicolescu Constatin
Baboi Ilie

Proscan Tudor

Stan Marin

Sandu Stoica

Sandu Coman
Cojocaru Stancu
Rotaru Calin
Pahontu Calin
Predica Stancu
Lupescu Nicolae
Teodorescu Gheorghe
Gheorghe Radu
Buiculescu Mihai
Sandu Dumitru

Ton Sandu
Dragomir Gheorghe
Stancu Stoica
Avram Pana

Stancu Ion

Doinea Gheorghe
Radu Badea
Valeanu Marin
Dobre Radu
Cochinescu Dumitru
Pandelica Alexandru
Radoi Badea

Baboi Marin

33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
92.
53.
54.
55.
56.
o7.
58.
59.
60.
61.
62.

Baboi Dumitru
Burcea Ilie

Sandu Radu
Rotaru Ivan
Dobrin Dumitru
Dinu Nedelea
Baboi Ilie
Lupescu Dumitru
Tonica Florea
Mihai Gheorghe
Staicu Ilie

Cracea Florea
Dragusin Gheorghe
Gheorghe Florea
Sima Nicolae
Dragomir Ion
Balauroiu Badea
Voicu Gheorghe
Vileanu lancu
Posirca Ion
Dumitrescu Ilie
Pereteanu Ion
Costache Dumitru
Radu Badea
Geican Alexandru
Baénica Ilie
Badicu Ion

Toma Constantin-Ton
Dumitrache Voicu

Olteanu Constantin
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63. Dinica Zamfir 71. Mirea Ion
64. Militaru Marin 72. Popa Stancu

65. Cruceru Ilie 73. Cercelaru Teodor

66. Iancu Ene

67. Ciobanu Florea

74. Alexandru Constantin

68. Cruceru Alexandru 75. Marin A.L Miu

69. Marin Coporée 76. Dobre Marin
70. Cracea Florea 77. Cosma Gheorghe

Sa ne plecam in fata lor si a multora ca ei, pentru sangele varsat, cu care au
scris pagini de glorie in istoria neamului. Noi, cei de astazi si cei care vor veni
dupa noi, sa le multumim pentru mostenirea lasata: o tara intregita, un neam
iubitor si demn, un popor muncitor, rabdator, primitor si cu valori alese. Avem
datoria sa pastram aceste valori, sa le imbogatim, sa nu le pierdem pe drum!

LA MULTI ANI, ROMANIA!

Bibliografie

[1] F. Carjan, Sd nu faci umbrd pamantului degeaba. Pagini din Monografia localitdtii
Potcoava, Editura Casa Ciurea, 1999.



ARTICOLE $I NOTE MATEMATICE

Conditii ca un segment sa fie linie mijlocie

intr-un triunghi

Corneliu UDREA' si Marian HAIDUCU?

1 Introducere

Punctul de plecare al acestor comentarii il constituie o propunere de subiect pentru
clasa a VII-a facuta organizatorilor Concursului National ,,Mathematika-Olt” editia
2013, [8], propunere prezentata in continuare.

Se considera urmatoarea afirmatie reciproca a teoremei liniei mijlocii in tri-
unghi:

"Daca intru-un triunghi ABC, M este mijlocul laturii [AB] si N € [AC| astfel
incit MN = $BC, atunci N este mijlocul laturii [AC].”

(a) Ardtati ca aceastd afirmatie reciprocd nu este intotdeauna adevaratd.

(b) Ce conditii trebuie adaugate in ipotezd pentru a face din afirmatia datd un
enunt intotdeauna adevarat? Justificati raspunsul.

Comisia de elaborare a subiectelor a retinut din enuntul formulat primul
subpunct, justificarea fiind data de un contraexemplu reluat si completat ulterior
si In acest articol.

Observatia 1. Sunt fixate unele notatii folosite in continuare si sunt reamintite
cateva proprietati uzuale.

(i) Se va considera un triunghi (propriu) ABC' si doua puncte M, respectiv N
pe segmentele (AB), respectiv (AC). In cazul in care M este mijlocul segmentului
(AB) si N este mijlocul segmentului (AC), segmentul [MN] se numeste linie
mijlocie a triunghiului ABC' (corespunzatoare laturii [BC).

In general notatiile folosite si reamintite aici sunt cele standard utilizate in
manualele de geometrie [3], [2] si [7].

'Prof. univ. dr., Universitatea din Pitesti, corneliu_udrea@yahoo.com
2Profesor, Scoala Gimnaziald ,,Mihai Eminescu”, Pitesti, marian.haiducu@yahoo.fr

13



14 Corneliu UDREA si Marian HAIDUCU

(ii) In contextul precizat mai sus se considera urmatoarele propozitii logice:

p: "N este mijlocul lui [AC]” , ¢ : "M este mijlocul lui [AB]”,

r : ”lungimea segmentului [M N] este jumatate din lungimea segmentului [BC]”

s : "dreptele M N si BC' sunt paralele”.

(iii) Teorema liniei mijlocii intr-un triunghi spune ca ”Orice linie mijlocie a
unui triunghi este paralela si jumatate din latura corespunzatoare”. In cadrul fixat
mai sus enuntul recapitulat anterior capata forma ”Daca [M N] este linie mijlocie
in triunghiul ABC, atunci M N si BC sunt paralele si [M N] este jumatate din
[BC]” ceea ce, sub forma unei propozitii logice (cu notatiile fixate mai sus), se
reprezinta

"pANqg=>r1ANS".

Se stie ca si reciproca teoremei enuntate (adica ”"Daca M N si BC sunt paralele
si [M N] este juméatate din [BC], atunci [M N] este linie mijlocie in triunghiul
ABC”) este adevarata, adica propozitia

"rANs=pAq’

este adevarata. In definitiv cele doua enunturi sunt echivalente ceea ce se reprezinta
sub forma
"PANqgETAST,

deci atat afirmatia directa ("p A g = 1 A's”), cat si cea reciproca ("r As = pAq")
sunt adevarate, ceea ce incheie discutia privind valorile de adevar ale teoremei
directe si teoremei reciproce in cazul mentionat mai sus.

Observatia 2. (i) Subiectul propus mai sus pune in evidenta ca enuntul ”Daca M
este mijlocul segmentului [AB] si N este pe [AC] astfel incat dreptele M N si BC
sunt paralele, atunci N este mijlocul segmentului [AC] si [M N] este jumatate din
[BC].” este o proporzitie adevarata, adica propozitia logica

"qANs=pAr’

este o propozitie adevarata.

(ii) In plus, cerinta formulata mai sus (in propunerea de subiect amintitd mai
inainte) se refera la determinarea valorii de adevar a reciprocei teoremei din (i) i
anume "Daca N este mijlocul segmentului (AC) si [M N] este jumatate din [BC],
atunci M este mijlocul segmentului [AB] si dreptele M N si BC' sunt paralele.”,
ceea ce formal este reprezentat de propozitia

"pAr=qAs’. (1.1)
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Contraexemplul 1. (i) Conform cu [2] se considerd triunghiul ABC' dreptunghic
in C in care masura unghiului A este de 30°, N este mijlocul lui [AC], M este
mijlocul lui [AB] si My este miglocul lui [AM] (a se vedea Figura 1.1).

A
4

B C

Figura 1.1: Contraexemplu.
Din conditiile tmpuse rezulta
1 1
BC:§AB:MC’:>NM1:NM:§BC

Asadar My € (AB), NM; = $BC, dar My nu este mijlocul segmentului [AB]
(st NM; nu este paraleld cu BC).

(11) Fie triunghiul isoscel ABC' cu CA = CB, N miglocul segmentului [AC]| si
My mijlocul segmentului [AB] (conform Figurii 1.2).

Figura 1.2
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Din conditiile tmpuse rezulta ca

MN = %BC = AN.

(a) Prin urmare pe segmentul [AB] se gasesc punctele My si A pentru care se
verifica afirmatiile din propozitia "p Ar” (adica propozitia "p Ar” este adevaratd)
dar, din nou, pentru punctul A niciuna din propozitiile ¢ sau s nu este adevdratd
(deci, pentru A, "p Ar = q N\ s” este falsd).

(b) Pe de alta parte My este singurul punct al segmentului (AB) pentru care
propozitia "p Ar” este adevaratd, caz in care si propozitia "q A s” este adevaratd st
deci propozitia "p AT = q A s” este adevaratd.

(c) In definitiv, valoarea de adevir a propozitiei notatd (1.1) depinde si de
pozitia punctului M, dacd el este pe segmentul inchis [AB] sau pe segmentul deschis
(AB).

Observatia 3. Continutul acestui articol este legat de valoarea de adevar a propozitiei
"pAr = gAs” distingdndu-se (fara prea multe dificultati) situatiile in care punctul
M este un punct al segmentului (AB) sau [AB].

Lucrarea sintetizeaza rezultate (probabil cunoscute) ce caracterizeaza triun-
ghiurile in care propozitia notata (1.1) este adevarata si se bizuie pe observatia
ca verificarea afirmatiilor din propozitia logica g A s este echivalenta cu s, deci cu
afirmatia ca M = M;.

2 Caracterizarea triunghiurilor in care afirmatia (1.1) este adevarata

Datele fixate anterior sunt in continuare aceleasi si anume: ABC este un triunghi
propriu si punctele N, respectiv M, sunt pe segmentele (AC'), respectiv (AB) astfel
incat N este mijlocul segmentului (AC) si MN = %BC’ . Se prezinta caracterizarea
triunghiurilor ABC' in care propozitia "p Ar = g A s” este adevarata, suficient
gasirea acelor triunghiuri indeplinind conditiile fixate pentru care M este mijlocul
segmentului (AB) sau M N si BC sunt paralele.

Observatia 4. (i) Notatiilor fixate anterior li se adauga urmatoarele:

(a) My este mijlocul segmentului (AB) si p:= $BC = MN = M;N;

(b) pentru un punct P din plan si [ € (0,00), C(P,[) noteaza cercul de centru
P siraza | (adica C(P,1) := {Q : PQ =l}) in raport cu care se disting multimile
plane Int C(P,l), respectiv Ext C(P,l), punctele din plan interioare, respectiv
exterioare cercului C(P,1), adica multimile {Q : PQ < [}, respectiv {Q : PQ > [}.

(ii) In lucrare sunt folosite rezultate elementare de geometrie plan (cum ar fi
cele legate de pozitia unei drepte fatd de un cerc) dintre care sunt reamintite aici
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teorema cosinusului, respectiv formula medianei, si anume

AB? + AC? — BC?
cos A = ,

2AB- AC

unde cos A este cosinusul unghiului BAC al triunghiului ABC, respectiv

o 2(BA?+ BC?) — AC?
- : ,

BN

(iii) Utila va fi si observatia continuta in lema urmatoare.
Lema 1. Daca in triunghiul ABC' este indeplinita relatia
2AB* + BC* < AC?
si A" € BC este piciorul indltimii dusd din A in triunghiul ABC, atunci

AA' < BC.

Demonstratie.

Figura 2.1

Folosind relatia asumata in ipoteza lemei se obtin urmatoarele afirmatii:

2 2_ 2 ~ . ~ v v
(1) cos B = % < —2“}3% < 0, ceea ce, In particular, inseamna ca

unghiul B al triughiului ABC este obtuz;

(2) BN? = 2(BA2+B402)_A027 NM, = %BC i

2 2V A2
BN < M) N & 2ABABC-ACT o BC2

Cum ultima relatie este echivalenti cu 2AB%+ BC? < AC? (adevarata conform
ipotezei) rezulta ca BN < M N.

Pe de alta parte, dacd A” este mijlocul segmentului (AA’) (a se vedea Figura
2.1), atunci
A'N || A'C, A"A" L A'C si
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%AA’ = A'A" < BN < MiN = %BC = AA' < BC.
O

Observatia 5. (i) Usor de remarcat ca daca in triunghiul ABC' este verificata
inegalitatea strictd (adicd 24B? + BC? < AC?), atunci

BN < MN si AA' < BC.

(ii) (a) Fie a, b, ¢ numere reale strict pozitive. Existd un triunghi ABC
astfel incat a = BC, b = AC si ¢ = AB si 2AB? + BC? < AC? (respectiv
2AB?% + BC? < AC?) daci si numai daca 2¢? + a® < b* < (a + ¢)? (respectiv
2¢? + a? < b? < (a+ ¢)?), ceea ce este totuna cu a spune ci b € [Va? + 2c2,a + c)
(respectiv b € (Va? +2c%,a+ ¢)) si ¢ < 2a.

(b) Remarca stabilita in (a) aratd ca exista triunghiuri ABC' care indeplinesc
ipotezele lemei anterioare; spre exemplu luand segmentele de lungime a = 2, ¢ = 2
sib= V12 (respectiv b = \/ﬁ) existd un triunghi ABC in care BC =2, AB = 2
si AC = /12 (respectiv AC' = v/13) in care 2AB? + BC? = 12 = AC? (respectiv
2AB? + BC? =12 < 13 = AC?).

(¢) In general, in situatia in care a,¢ € (0,00) si ¢ < 2a se obtine = € (0,1)

2a
si construind segmentele AB = ¢ si BC = a astfel incat unghiul dintre ele (notat
B) sa indeplineasca conditia cos B = —4- (respectiv cos B < —4-) din teorema

cosinusului rezultd 2AB% + BC? = AC? (respectiv 2AB? + BC? < AC?).
Teorema 1. In conditiile fizate anterior, urmatoarele afirmatii sunt echivalente.

(i) Dreptele MN si BC sunt paralele (adica este adevarata afirmatia notata
(1.1)).

(i1) Triunghiul ABC verifica una din urmatoarele proprietati. (a) Triunghiul
ABC este dreptunghic in B. (b) Are loc inegalitatea AC < BC'. (c) Este verificata
relatia 2AB? + BC? < AC2.

Observatia 6. Se constata usor ca un triunghi care verifica una din proprietatile
din punctul (ii) al teoremei precedente este dreptunghic in B (in cazul (a)), are
unghiul din B ascutit (in cazul (b)), respectiv obtuz (in cazul (c)). Prin urmare
triunghiul ABC poate verifica cel mult una din proprietatile enuntate.

Demonstratie. Demonstratie sintetica a Teoremei 1.
(i)=(ii). Conform ipotezei anuntate si remarcelor anterioare, punctul M coincide
cu M. Ca mali Inainte fie My # M, astfel incat

{M;} CABNC(N,p) C{My, Ms}.
Cazul 1. Daca ABNC(N, p) = {M1} = {M}, atunci AB este tangenta la cercul

C(N,p) in punctul M = M; (Figura 2.2) si M1 N || BC. Prin urmare unghiul din
B este drept.
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A

Figura 2.2

Cazul 2. Fie acum ABNC(N, p) = {M;, My}. Conform ipotezei M € (AB) si
MN || BC, deci M = M; si Ms ¢ (AB). Se disting urmatoarele situatii.

Cazul 2a.. Se presupune ca A € (M M| (adica pe dreapta AB, punctele A si
My sunt asezate pe semidreapta opusa semidreptei [M; B; Figura 2.3)

Figura 2.3

Atunci A € {Ms} UInt C(N, p) si
NA<p< AC < BC,

prin urmare este indeplinita proprietatea (i)(b).

Cazul 2. Fie acum B € (M;My] (Figura 2.4).
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M.,

Figura 2.4

In aceastd situatie A € Ext C(N, p) si B € Int C(N, p) U {M,}. Din formula
medianei
2(AB? + BC?) — AC? < BC?

4 - 4

si ultima inegalitate inseamna 24 B2 + BC? < AC?, deci se verifici proprietatea
(ii)(c).

(ii)=(i) (a) Daca triunghiul ABC' este dreptunghic in B (Figura 2.2), atunci
NM; 1 AB, deci AB este tangenta cercului C(N, p) in punctul M; si

BN <p=DMN &

ABNC(N,p) ={M;} = M = M, si MN || BC.

(b) Se considera acum AC < BC' (ceea ce, in particular, impune ca unghiul
din B al triunghiului ABC' este un unghi ascutit). A se vedea Figura 2.3. In
plus AN < p, A € C(N,p)UInt C(N,p), prin urmare My € [M; A. In definitiv
M, ¢ (AB) si

M = M,, MN | BC.

(c) Se presupune acum indeplinita inegalitatea din (ii)(c); in particular, dupa
cum s-a mai observat, unghiul din B al triunghiului ABC' este obtuz. In plus,
(Figura 2.4),

p=DMN = %BC’ < %AC = AN = A € Ext C(N, p) si (MA] C Ext C(N, p).

Pe de alta parte dupa cum s-a remarcat in demonstratia implicatiei (i)=-(ii)
(Cazul 2p)
BN? < M|N? < 2AB? + BC? < AC?,

deci BN < MyN, (MiB) C Int C(N, p) si B € (MyMs]. In definitiv My ¢ (AB),
ceea ce Inseamna

M = M, si MN | BC.



Conditii ca un segment s3 fie linie mijlocie intr-un triunghi 21

Observatia 7. Verificarea inegalitatilor stricte in conditiile (b), respectiv (c) din
punctul (ii) al Teoremei 1 duce la un enunt similar cu acela din teorema citata
daca punctul M din ipoteza se considera pe segmentul inchis [AB].

Demonstratie. Demonstratie analitica a Teoremei 1.

Notatiile fixate si conditiile impuse anterior sunt in continuare folosite. In plus
se alege sistemul ortogonal de axe xOy astfel incat O = My, Ox = M N si punctul
A sa fie situat in semiplanul superior determinat de axa Oz (adica y4 > 0). Tinand
cont de relatiile (datele) fixate in ipoteza Teoremei 1, punctele considerate sunt

A(ea, h), N(6p,0), B(—ea,—h), C(20p — ea,—h) si A'(ea,—h),

unde A’ este piciorul inaltimii triunghiului ABC dusa din A, a € [0,00), h € (0, 00)
sie, o€ {-1,1}.

Se reaminteste ca

1 1

Cazul 1. Se presupune ca C(N,p) N AB = {M;}. (Figura 2.2’)

Figura 2.2’

Evident conditia impusa este echivalenta cu proprietatea dreptei AB de a fi
tangenta cercului C(N, p) in punctul M7 = O (deci AB = Oy) ceea ce este totuna
cu a spune ca unghiul din B al triunghiului ABC este un unghi drept.

Prin urmare, in acest caz, afirmatia (i) este echivalenta cu (ii)(a).
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Cazul 2. Fie C(N,p) N AB = {M;, My}. Coordonatele punctelor M; si Ms
sunt date de solutiile sistemului

{ (= dy)? +y* = p?
Y= o

(sistem definit de ecuatia cercului C(N, p) si ecuatia dreptei AB, a fiind, in acest
caz, nenul). Punctele cautate sunt

20pa® 2
M1(0,0)20$1M2< Opa 65ph”>.

a? + h?’ a® + h?

Cazul 2a. Se considera e§ = 1 ceea ce corespunde situatiei in care unghiul din
B al triunghiului ABC' este ascutit, echivalent cu a spune ca punctele A si N se
gasesc in acelasi semiplan determinat de axa Oy (Figura 2.3).

Figura 2.3’

Se presupune € = 1 (deci 6 = 1). Proprietatea C(N,p) N (AB) = {M;} este
totuna cu proprietatea ca Ms ¢ (AB).

= . . v v v 2 .
In situatia fixata se observa ca xp < 0 < a7, = %. Atunci

My ¢ (AB) & x4 < xp, sau ya < yu, < a? + h? < 2ap.
Tinand cont ca

p= %BC’, h= %AA' sia= %A’B (2.1)

si adaugand relatia A’B = AB cos B si teorema lui Pitagora, din ultima inegalitate
de mai sus, rezulta

AB?> = A'B?> + A’A?2 < 2BC - A’'B < AB? < 2BC - ABcos B.
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Folosind teorema cosinusului C(N, p) N (AB) = {M;} revine la

AB? + BC? — AC?
2AB - BC

AB? < 2AB - BC - & AC? < BC?.

In definitiv in aceastd situatie enunturile (i) i (ii)(b) sunt echivalente.

Daca € = —1 (deci 0 = —1) conditia My ¢ (AB) revine la aceiasi inegalitate ca
mai sus.

Cazul 28. Pentru ed = —1, ceea ce corespunde situatiei in care unghiul din B
al triunghiului ABC' este obtuz, echivalent cu a spune ca punctele A si N sunt in
semiplane diferite determinate de axa Oy, fie ¢ = —1 (Figura 2.4).

Y
A

Figura 2.4°

Proprietatea C(N, p) N (AB) = {M;} revine la conditia My ¢ (AB). In acest

caz x4 <0< zpp, = %. Atunci

Ms ¢ (AB) & xp <z, sau Yy, < yp < a® + h? < 2ap.

Folosind din nou relatiile (2.1), egalitatea A’B = —AB cos B si teorema lui
Pitagora, inegalitatea ultima devine

AB?> = A'A?> + A'B?2 < 2BC - A'B < AB? < —2AB - BC cos B.

Din teorema cosinusului, ultima inegalitate este echivalenta cu

AC? — AB? — BC?

2
< .
AB® <2AB-BC 5 “BC

& 2AB? 4+ BC? < AC?,

deci
C(N,p)N (AB) = {M,} < 2AB% + BC? < AC?.

Prin urmare, in acest caz, afirmatia (i) este echivalenta cu (ii)(c).

Luand e = +1, ca si mai sus, se ajunge la aceeasi inegalitate. O
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Aplicatii ale unei proprietati a cercului adjunct

unui triunghi

lon PATRASCU!

In acest articol enuntam si demonstram o lema in legatura cu cercul adjunct
unui triunghi si folosim aceasta lema in rezolvarea unor probleme care vizeaza
calculul unor masuri de unghiuri formate de anumite ceviene intr-un triunghi dat.

Sunt necesare anumite precizari si definitii pe care le enuntam in cele ce
urmeaza.

Definitia 1. Se numeste cerc adjunct al unui triunghi, cercul care trece prin douda
varfure ale triunghiului si este tangent intr-unul dintre ele la latura triunghiulus.

A
y

7

B

Figura 1

Observatia 1. In Figura 1 este reprezentat cercul adjunct care trece prin vérfurile
B si A ale triunghiului ABC, iar in A este tangent laturii AC.

Vom nota acest cerc (BA).

Unui triunghi ii corespund, in general, 6 cercuri adjuncte.

Definitia 2. Se numeste ceviand intr-un triunghi o dreapta care trece printr-un
varf al triunghiului si intersecteaza latura opusa acestuia intr-un punct diferit de
celelalte doua varfuri.

'Profesor, Colegiul National ,,Fratii Buzesti”, Craiova, patrascu_ion@yahoo.com
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Definitia 3. Doua ceviene ale unui triunghi care sunt simetrice in raport cu
bisectoarea interioard a triunghiului cu care au varful comun se numesc ceviene
1zogonale.

Propozitia 1. Intr-un triunghi dat inaltimea $i raza cercului circumscris deter-
minata de varful inaltimit sunt ceviene izogonale.

Demonstratia acestei propozitii ca si a reciprocelor ei o lasam ca exercitiu pe
seama cititorului.

Lema 1. Fie ABC un triunghi cu m (<C) # 90°. Cercul adjunct (BA) inter-
secteaza a doua oara inaltimea din A a triunghiului intr-un punct ce apartine
diametrului determinat de varful B in cercul circumscris triunghiului.

Figura 2

Demonstratie. Consideram ABC triunghi ascutitunghic. Notam cu E al doilea
punct de intersectie a cercului adjunct (BA) cu inaltimea AD a triunghiului ABC

(vezi Figura 2). Avem
<JABE = <DAC. (1)

Fie O centrul cercului circumscris triunhiului ABC. Conform Propozitiei 1, avem:

<BAO = <DAC. (2)
Relatiile (1) si (2) conduc la:

<JABE = <BAO. (3)
Dar OA = OB, ca raze, si

<ABO = <BAO. (4)

Obtinem astfel, din relatiile (3) si (4) si din faptul ca O este in interiorul triunghiului
ABC, ca si punctul E, ca O apartine dreptei BE, deci E apartine diametrului
dus prin B in cercul circumscris.

Proprietatea se demonstreaza in acelasi mod daca triunghiul ABC este obtuz-
unghic. O
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Lema 2 (Reciproca Lemei 1). Daca in triunghiul ABC cu m (<C) # 90°
diametrul determinat de B in cercul circumscris triunghiului intersecteaza a doua
oara cercul adjunct (BA) in punctul M, atunci AM este inaltime in triunghiul

ABC.

Figura 3

Demonstratie. Consideram triunghiul ABC' cu m (<C') > 90° (vezi Figura 3). Fie

C’ un punct pe (CA, A intre C si C’ si O centrul cercului circumscris triunghiului
ABC. Avem

<ABM = <M AC’, (5)
<MAC' = <CAD, (6)
unde {D} = MAnN BC.
Cum OB = OA, rezulta
<OBA = <0AB. (7)

Din relatiile (5), (6), (7) obtinem ca:
<0OAB = <CAD.
Dar m (<AOB) = 360° — 2m (<ACB), deci
m (<CAD) =m (<OAB) =m (<ACB) — 90°.
Obtinem ca m (<«CAD) = 90°, deci AM LBC.
Proprietatea se demonstreaza in acelasi mod daca m (<C') < 90°. O

Consecinta 1. Daca ABC este un triunghi in care cercurile adjuncte (Bfl) %
(C’A) intersecteaza a doua oara inaltimea din A in punctele E respectiv I, atunci
dreptele BE si CF sunt concurente in centrul O al cercului circumscris triunghiului

ABC.
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Demonstratia rezulta imediat aplicand Lema 1.

Observatia 2. Cercurile (Bfl) si (C’A) se numesc cercurt adjuncle gemene.
Ele se intersecteaza a doua oara intr-un punct ce apartine simedianei din A a
triunghiului ABC'. Simediana este izogonala medianei intr-un triunghi.

Consecinta 2. Daca ABC este un triunghi isoscel, AB = AC, atunci cercurile
adjuncte (BA) si (CA) se intersecteazd a doua oard in centrul cercului circumscris
triunghiului ABC'.

Demonstratia rezulta din Consecinta 1 si din faptul ca centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC este situat pe inaltimea din varful A.

Observatia 3. In legiturd cu cercurile adjuncte (AB) si (AC), este adevirata
urmatoarea propozitie: Cercurile adjuncte (AB) si (AC’) ale triunghiului ABC' se
intersecteaza a doua oara intr-un punct ce apartine medianei din A (vezi [3]).

Consecinta 3. Daca ABC este un triunghi isoscel, AB = AC si O este centrul
cercului sau circumscris, atunci cercul adjunct (BA) al triunghiului ABC' coincide
cu cercul circumscris triunghiului ABO.

Demonstratia rezulta imediat din Consecinta 2.

Consecinta 4. Daca ABC' este un triunghi isoscel, AB = AC, atunci cercul
adjunct (AB) contine ortocentrul triunghiului.

Demonstratie. Aplicam Lema 1 pentru cercul adjunct (AB) rezulta ca acesta
intersecteaza inaltimea din B a triunghiului intr-un punct ce se afla pe diametrul
determinat de A in cercul circumscris triunghiului ABC. Acest diametru contine
inaltimea din A a triunghiului. Deci punctul de concurenta a inaltimii din B si a
inaltimii din A, ortocentrul triunghiului ABC, este pe cercul adjunct (AB ) O

Observatia 4. Daca ABC' este triunghi isoscel, AB = AC, atunci cercurile sale
adjuncte (AB) si (AC) se intersecteazd a doua oard in ortocentrul triunghiului.

Aplicatii

Aplicatia 1. Intr-un triunghi ABC' cercul adjunct (Bfl) trece prin centrul cercului
circumseris triunghiului. Demonstrati ca AB = AC'. (Ion Patrascu)

Solutie. Consideram ABC' triunghi ascutitunghic (vezi Figura 4). Daca O, centrul
cercului sau circumscris, apartine cercului adjunct (BA), avem

9ABO = 9<OAC. (8)
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Pe de alta parte, OA = OB implica

<JABO = <0OAB. 9)
Relatiile (8) si (9) conduc la

<OAB = <0AC.

Din congruenta triunghiurilor isoscele OAB si OAC obtinem AB = AC.

Figura 4

Problema se rezolva in acelasi mod daca triunghiul ABC' este obtuzunghic sau
dreptunghic.

Aplicatia 2. Daca in triunghiul ABC' nedreptunghic cercul adjunct (AB ) trece
prin ortocentru, atunci AB = AC. (lon Pdatrascu)

A

B C
Figura 5

Solutie. Consideram triunghiul ABC' ascutitunghic in care H este ortocentru (vezi
Figura 5). Avem
<CBH = <BAH.

Complementele acestor unghiuri sunt <ACB, respectiv <ABC, care vor fi de
asemenea congruente si in consecinta AB = AC.

Daca triunghiul ABC este obtuzunghic (vezi Figura 6), atunci

<BHA = <ABC.
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Dar «<BHA = <BCA (unghiuri cu laturi respectiv perpendiculare). Relatiile
precedente conduc la <ABC' = <BCA, deci AB = AC.

H

B
Figura 6

Aplicatia 3. In triunghiul ABC, m (<B) = 80° m (<C) = 30°. Punctul M este
in interiorul triunghiului ABC astfel ca m (<M CA) = 10° si m (<M BA) = 20°.
Aratati ca (AM este bisectoarea unghiului BMC'.

B
A

4 C

0.J.M. 2018, clasa a VII-a

Figura 7
Solutie. Deoarece m (<tA) = 70° sim (<M BA) = 20° rezulta ca BM este naltimea
din B a triunghiului ABC. Avand m (<ABM) = m (<MCB) = 20°, rezulta ca
cercul circumscris triunghiului M BC' este cercul adjunct (CB) al triunghiului
ABC (vezi Figura 7). Aplicand Lema 1 obtinem ca O, centrul cercului circumscris
triunghiului ABC, apartine dreptei C'M.

Deoarece m (<ABO) = 60° si OB = OA, triunghiul OAB este echilateral.
Observam ca m (<M BO) = m (<MOB) = 40°, deci M B = MO.

Relatiile AB = AO si MB = MO arata ca AM este mediatoarea segmentului
BO. Deoarece ea este mediatoare in triunghiul isoscel BMO, avem ca ea este si
bisectoare, ceea ce incheie rezolvarea.

Aplicatia 4. In triunghiul ABC, M este un punct interior astfel cam (<M AB) =
10°, m (<M BA) = 20°, m(<MCA) = 30° si m (<«<MAC) = 40°. Determinati
masura unghiului M BC.

Berkeley Math Circle, Monthly Contest 4/2016
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B

N

a

Figura 8
Solutie. Construim inaltimea BD si cercul adjunct (CB)(vezi Figura 8).

Masura unghiului A este de 50°, deci m (<ABD) = 40°. Cum m (<ABM) =
20°, rezulta ca BM este bisectoarea unghiului ABD.

Notam cu N al doilea punct de intersectie al cercului adjunct cu BD si
cu S intersectia dreptelor BD si CM. Deoarece m (<AMC) = 110°, avem
m (<AMS) = 90° + w, de unde rezulta ca M este centrul cercului inscris
in triunghiul ABS. Atunci (AM este bisectoarea <<BAS, deci m (<M AS) = 10°
si prin urmare m (<SAC) = 30°. Din m (<SAC) = m (<SCA) = 30° rezulta ca
SA = SC, deci triunghiul ASC este isoscel. Cum SD1AC, rezulta ca D este
mijlocul lui [AC], deci triunghiul ABC' este isoscel. Atunci m (<A) =m («C) =
50° si m (<ABC) = 80°. Obtinem imediat ca m (<M BC') = 60°.

Observatia 5. Din Consecinta 2 rezultd ca punctul N este centrul cercului circum-

scris triunghiului ABC.

Aplicatia 5. In triunghiul ABC, m (<A) = 70° si m (<C) = 50°. Punctul M
este in interiorul triunghiului ABC, m (<M BA) = 20° si m(<MAC) = 30°.
Demonstrati ca BM LAC. (lon Pdatrascu)

B

Figura 9

Solutie. Observam ca m (<MAB) = m (<M BC) = 40°, prin urmare cercul
circumscris triunghiului ABM este chiar cercul adjunct (AB) (vezi Figura 9).



32 lon PATRASCU

Notam cu O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Triunghiul fiind
ascutitunghic, avem ca m (<AOC) = 120°, ceea ce implica m (<OAC) = 30°, prin
urmare M € AO. De asemenea, observam ca m (<OBC) = m (<M BA) = 20°, de
unde rezulta ca cevienele OB si BM sunt izogonale si cum OB este raza, BM va
fi inaltime in triunghiul ABC'.

Aplicatia 6. Fie ABC un triunghi cu AB = AC si m (<A) = 80°. Fie punctul
M in interiorul triunghiului astfel ca m (<M BC) = 30° si m(<MCB) = 10°.
Calculati m (<AMC).

1. Saryguin

-

B D C

Figura 10

Solutie. Triunghiul ABC fiind isoscel, centrul O al cercului sau circumscris se afla
la intersectia cercului adjunct (C'A) cu inaltimea (AD) (vezi Figura 10).

Deoarece m (<BOC) = 2m (<A) = 160°, avem ca m (<OCB) = 10° si
astfel M € CO. Unghiul MOB este exterior triunghiului OBC, prin urmare
m(<MOB) = 20°. Dar si m(«MBO) = 20° deci MB = MO. Notam
{E} = BM N AC. Observam ca triunghiul ABE este isoscel, BA = BE. De ase-
menea, triunghiul M EC este isoscel, deoarece m (<EMC) = m (<ECM) = 40°,
deci ME = EC. Din AC = BE si relatia precedenta gasim ca AE = BM, prin
urmare AE = MO.

Avem AAMO = AMAE, deoarece m (XAOM) = m (<«MEA) = 80°, AM
este latura comuna si MO = AE. Obtinem de aici ca OA = EM. Triunghiurile
AOC si MEC sunt isoscele, au OA = M E si unghiul din C' comun, prin urmare
sunt congruente, deci AC' = MC'. Astfel triunghiul ACM este isoscel, de unde
obtinem ca m (<AMC) = 70°.

Aplicatia 7. Fie ABC un triunghi cu m (<tA) = 70° si m (<B) = 65°. Con-
sideram punctul M in interiorul triunghiului astfel ca m (<MCB) = 20° si
m (<M AB) = 25°. Cercul circumscris triunghiului AMC' intersecteaza a doua
oara BC' in E. Demonstrati ca centrul cercului circumscris triunghiului ABC' este
intersectia dreptelor AE si CM. (Ion Patrascu)

Solutie. Cercul circumscris triunghiului AMC este cercul adjunct (C’A), deoarece
m(<MCA) = m(<MAB) = 25°. Pe de alta parte, avem AM 1 BC. Notam
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{D} = AM N BC (vezi Figura 11). Conform Lemei 1, O € CM, unde O este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Deoarece <M AE = <MCFE
(punctele A, M, E, C fiind pe cercul adjunct), avem ca m (<M AE) = 20°, de unde
obtinem ca m (<EAC) = 25°. Astfel dreptele AD si AF sunt ceviene izogonale in
triunghiul ABC. Cum AD este inaltime, rezulta ca AE contine centrul O si astfel
obtinem ca {O} = AENCM.

N
D FE
Figura 11
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Extinderi ale unei inegalitati de tip Nesbitt

Marin CHIRCIU!

In [1] este propusa urmatoarea problema:

IX.264. Aratati ca daca a,b,c > 0 si abc = 1, atunci:

w

a b c
> —.
c?(ca + b?) * a?(ab + c?) * b2(bc + a?) ~ 2

D.M. Batinetu- Giurgiu, Bucuresti

Prezentam urmatoarele extinderi ale inegalitatii de mai sus:
Extinderea 1. Aratati ca daca a,b,c,n > 0 si abc =1, atunci:

a b c 3
> .
c?(ca + nb?) + a?(ab + nc?) + b2(bc +na?) — n+1

Extinderea 2. Aratati ca daca a,b,c,m >0 si abc =1, atunci:

a b c 3
> .
c?(mea + b?) * a?(mab + ¢?) * b2(mbc+a?) ~ m+1

Extinderea 3. Aratati ca daca a,b,c,m,n >0 si abc = 1, atunci:

a b c 3
> .
c2(mca + nb?) + a?(mab + nc?) + b2(mbc +mna?) — m+n

Demonstram in continuare ultima extindere, celelalte doua fiind cazuri particu-
lare ale acesteia.

Notam M si My membrul stang si respectiv membrul drept al inegalitatii.
Exista x,y, z > 0 astfel incat

T Yy z
ax—f,bzf,(f:—
Y z x
(de exemplu, = = abz, y = bz, z > 0 arbitrar). Obtinem
z y 2
Ms: Y + z + T
S(mgrn ) H(mzeni) G(mtins)
z® y? 23 1 3

-~ mz3 +nyd + maz3 +nzd  myd+nxd T m+n

'Profesor, Colegiul National ,,Zinca CGolescu”, Pitesti, marin.chirciu@yahoo.com
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unde (1) este adevarata, deoarece notand

avem
o . 3 ) o _ o2 . 32 . A2
my+n8 ma+ny mB+na may+naf  maf+npy  mBy+ nay
@ (a+B+7)° ® 3

(m+n)(af+ By +ya) =~ m+n’

2 2 2 2
(2) este evidenta din 44T > latp+a)
U v t u+v+t

Q@
u,v,t > 0, cu egalitate daca si numai daca — = — = 1, iar (3) este echivalenta
v

u
cu (a+ B +7)? = 3(aB + By +ya), adicd cu (a — §)* + (B —7)* + (v — @)* 2 0,
adevarata, cu egalitate numai pentru o = 8 = 7.

, pentru orice o, 8,7 € R si

Deducem ca are loc inegalitatea din enunt, cu egalitate daca si numai daca
a=b=c=1.

Nota. Pentru m = n = 1 se obtine problema mentionata.
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Rezolvarea unor ecuatii si sisteme de ecuatii

folosind monotonia, injectivitatea sau
convexitatea functiilor

Mihai Florea DUMITRESCU!

Enuntam cateva proprietati ale functiilor pe care le vom utiliza in rezolvarea
unor ecuatii si sisteme de ecuatii.

Proprietatea 1. Fie f,g: D — R, D C R functit strict monotone. Daca f si g
sunt strict crescatoare (strict descrescatoare), atunci f + g este strict crescatoare
(strict descrescatoare).

Proprietatea 2. Fie f,g : D — (0,400), D C R. Daca f si g sunt strict
crescatoare (strict descrescatoare), atunci f - g este strict crescatoare (strict des-
crescatoare).

Proprietatea 3. Fie f,g: R — R functit monotone.
a) Daca f si g au aceeasi monotonie, atunci g o f este crescatoare.

b) Daca f si g au monotonii diferite, atunci go f este descrescatoare.

Proprietatea 4. Fie f,g: D -+ R, D C R. Daca una din functii este strict
crescatoare (strict descrescatoare), iar cealalta este descrescatoare (crescatoare),
atunci ecuatia f (x) = g (x) are cel mult o solutie pe D.

Proprietatea 5. Daca f: D — R, D C R este strict monotona, atunci f este
functie injectiva.

Proprietatea 6. Daca f: D — R, D C R este injectiva st pentru x,y € D avem
f(x) = f(y), atunci x = y.
Proprietatea 7. a) Suma a doud functii convexe este o functie convexa.

b) Suma a doud functii concave este o functie concavad.

Proprietatea 8. Fie f,g: D -+ R, D C R. Daca f este o functlie convezxa si
g este o functie concava si cel putin una dintre ele este stricta, atunci ecuatia
f(x) =g (x) are cel mult doud solutii pe D.

'Profesor, Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava, florin14mihai@yahoo.com
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Proprietatea 9. a) Daca f : I — R este derivabila pe I, f" >0 pe I si nu existd
niciun interval (a,b) C I cu a < b pe care [’ sd fie nuld, atunci f este strict
crescatoare.

b) Daca f : I — R este derivabila pe I, ' <0 pe I si nu existd niciun interval

(a,b) C I cua<b pe care ' sa fie nula, atunci f este strict descrescatoare.

Ne vom referi in continuare la aceste proprietati utilizand prescurtarile Py, Ps,
..., respectiv Py.

Aplicatii
Aplicatia 1. Rezolvali ecuatia 4 +1 = 37" — 3logs (v + 1) .

Solutie. Conditia de existenta: x > —1. Utilizand P3, membrul stang este o functie
strict crescatoare, iar membrul drept o functie strict descrescatoare. Conform P
rezulta ca ecuatia are cel mult o solutie. Gasim solutia x = 0.

Aplicatia 2. Rezolvati ecuatia 3 + 32% — 62 — 5 = /10z + 7.
Solutie. Ecuatia data este echivalenta cu

(3 4+ 322 + 324+ 1)+ (x +1) = 10z + 7+ V/10z + 7.

Consideram functia f : R — R, f(z) = z + ¢/z. Conform P; functia f este
strict crescatoare si aplicand Ps rezulta ca f este injectiva. Ecuatia se poate
scrie ca f((z +1)3) = f(10x + 7). Din Ps rezulta ca (z + 1)3 = 10x + 7, adica
—5+VI3 -5 VI3
2 ’ 2 )

/8
V3r—1+24/-x+1=2Y
Aplicatia 3. Rezolvafi in R x R sistemul 3

3 .
3y —1+24y/-y+1=27
3

- . < 3 < .
Solutie. Conditii de existenta: =,y > s Scadem cele doua ecuatii:

x3 + 322 —Tx — 6 =0, avand solutiile z1 = 2, z9 = 3

8 /8
V3z —1+2 gx+1+2ff:3/3y—1+2 gy+1+2y. (1)

Conform P; functia f : [—z,+oo> =R, f(t)=v3t—1+ 2\/§t + 1+ 2! este

strict crescatoare si, tinand cont de Ps, f este injectiva. Din (1), conform Ps rezulta

- /8
cd = y. Inlocuim in una din ecuatiile sistemului: /32 — 1+ 2 37 +1=2%
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3 8
Conform P; functia ¢ : [_8’ —|—oo> =R, g(z) = V/3x — 1+ 24/ 3% + 1 este

3
o functie concava. Functia h : —3’ +0o | = R, h(z) = 27 este o functie strict

convexa. Aplicam FPg si gasim solutiile x = 0 si z = 3, deci solutia sistemului este

S =1{(0,0),(3,3)}.

Aplicatia 4. Rezolvati in R ecuatia 27"~ — 9logy x + .

Solutie. Conditia de existenta: x > 0. Ecuatia se poate scrie sub forma
22— 427 = 2logy x + 2210827 (2)

Considerdm functia f: R — R, f(t) =t + 2'. Conform P; functia f este strict
crescitoare si conform Pj este injectivd. Ecuatia (2) devine f (2% — z) = f (2logy z)
si aplicand Py rezultd ci 22 — 2 = 2log, 2. Pe intervalul (0, +00) membrul stang al
ultimei ecuatii este functie strict convexa, iar membrul drept este functie concava,
prin urmare conform Py ecuatia are cel mult doua solutii. Gasim solutiile x = 1 si
x =2

Aplicatia 5. Rezolvati ecuatia x> — z + 1 = 471 —log, x.
Solutie. Conditia de existenta: = > 0. Ecuatia se poate scrie sub forma

2% +logyx = (29”_1)2 + logy 2°71,

adicd f(z) = f(2°7!), unde f : (0,+00) = R, f(z) = z* + logy z. Conform P
functia f este strict crescatoare, deci conform P ea este injectiva. Aplicand P
rezultd z = 2271, Membrul drept al ultimei ecuatii este o functie strict convexa,
iar membrul stang o functie concava. Conform Fg ecuatia are cel mult doua solutii.
Gasim solutiile x =1 si z = 2.

Aplicatia 6. Rezolvati in R x R sistemul
T—Yy+2=y— Yr+2¥
222 — (9 —y)-2°+8+6x—2y> =0
Problema M 27, MATINF nr. 1/2018, Sorin Ulmeanu
Solutie. Prima ecuatie a sistemului se mai poate scrie z 4 /x 4+ 2% =y + &y + 2Y,

adica f(z) = f(y), unde f: R — R, f(t) =t + V/t + 2. Conform P functia f
este strict crescatoare, deci conform Ps f este injectiva. Rezulta ca x = y.

Inlocuind in a doua ecuatie obtinem 22* — (9 — ) - 2% + 8 4 62 — 22 = 0, care
se poate scrie sub forma:

(2" +22-8)-(2*—x—1)=0.
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Se obtin ecuatiile 2¥ 422 —8 =051 2¥ =z + 1.

Pentru rezolvarea primeia consideram functia g : R - R, g (z) = 2% + 2z — 8.
Conform P functia g este strict crescatoare, deci conform P, obtinem ca x = 2
este solutie unica.

Conform Py ecuatia 2* = x + 1 are cel mult doua solutii si astfel r =0six =1
sunt singurele sale solutii.

In concluzie, multimea solutiilor sistemului dat este S = {(0,0), (1,1),(2,2)}.

Aplicatia 7. Sa se rezolve in R x R sistemul

1 - yry

3

27H =Y. (y? —a* —x — By +6)+4

= logy, x + logy ¥

Solutie. Conditii de existenta: > 0, y > 0. Prima ecuatie se poate rescrie ca:
5 /1 1
Vx4 logyx = ¢/~ +logy —.
Y Yy
Consideram functia f : (0;+00) — R, f(t) = v/t + logyt. Conform P; functia f

este strict crescatoare si din Ps ea este injectiva. Conform Pg, din f (z) = f <;>
rezulta ca x = ;, deci xy = 1.
A doua ecuatie din enunt se poate rescrie ca:
24l =22Y 42—y’ +2-y.

Fie functia g : (0;+00) = R, g (t) = 2 + > +t. Conform P functia g este strict
crescatoare si din Ps ea este injectiva. Din g (z) = g (2 — y) conform P rezulta ca
r=2—y,deciz+y=2.

zy =1

rhy—2" cu solutia (1,1).

Obtinem sistemul {
Aplicatia 8. Sa se rezolve ecuatia logg(x — 1) +log, (6 — ) = 1.

Solutie. Conditii de existenta: z —1 >0, 6 —x > 0, deci x € (1,6). Efectuand
substitutia
logg(z —1) =1t

rezulta ca t € (—oo,logg 5), iar ecuatia data devine:

9" 4417 =5

Inmultim ecuatia cu 4¢ si obtinem 36¢ — 5 - 4% = —4.
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Consideram functia f : (—oo,logg 5) — R, f (t) = 36" — 5 - 4. Avem

f'(t) =36"In36 — 5-4"In4.

. 5 5In4 5In4
Din f/ (t) = 0 rezulta t = logg 36" Avem [’ (t) < 0 pentrut € <—oo, logy ln36}
51In4
si f/(t) > 0 pentru ¢t € [logg %,logg 5). Conform Py functia f este strict
n
5 . 5lnd4| . . o .
descrescatoare pe intervalul —oo,lnm si strict crescatoare pe intervalul
n
5In4 . .
In m,logg 5). Prin urmare conform P; ecuatia f (f) = —4 are cel mult o
n

1
solutie pe fiecare din aceste doua intervale. Gasim solutiile t =0 si ¢ = 3 de unde

r=2siz=4



Metode moderne de demonstrare a unor
inegalitati in triunghi

Leonard GIUGIUC!, Cezar Alexandru TRANCANAU?
si Alexandru PIRVUCEANU?

Vom reaminti cateva rezultate esentiale, rezultate descoperite independent de
catre Leonard Giugiuc si de catre profesorul Vo Quoc Ba Can din Vietnam.

Teorema 1. Fie s sit numere reale nenegative fizate. Consideram numerele reale
a, b si c astfel incat

a+b+c=3s si ab+bc+ca:3(32—t2). (1)
Atunci valoarea minimd a produsului abe este egald cu (s +t)* (s — 2t). Mai
mult, abe = (s +t)* (s — 2t) dacd si numai daci (a,b,c) = (s +t,5+1t,5 — 2t) si
permutarile lor.

Teorema 2. Fie s sit numere reale nenegative fizate. Consideram numerele reale
a, b si c astfel incat au loc egalitatile (1). Atunci valoarea maxima a produsului
abe este egald cu (s —t)? (s + 2t). Mai mult, abe = (s — t)* (s + 2t) dacd si numai
daca (a,b,c) = (s —t,s —t, s+ 2t) si permutarile lor.

Teorema 3. Fie s si t numere reale fizate, cu 0 <t <s. Consideram numerele
reale nenegative a, b si ¢ astfel incat au loc egalitatile (1). Atunci valoarea minima
a produsului abc este egald cu

(s+t)*(s—2t), dacd
0, daca

s
Mai mult, dacd 0 < t < =, atunci abc = (s+1t)* (s — 2t) dacd si numai dacd

(a,b,c) = (s+t,s+1t,s —2t) si permutarile lor.

\V)

Teorema 4. Fie s sit numere reale fizate, cu 0 <t <s. Consideram numerele
reale nenegative a, b si c astfel incat au loc egalitatile (1). Atunci valoarea mazima
a produsului abe este egald cu (s — t)* (s + 2t). Mai mult, abc = (s —t)* (s + 2t)
dacd si numai daca (a,b,c) = (s —t,s —t,s + 2t) si permutarile lor.

'Profesor, Colegiul National ,,Traian”, Drobeta Turnu Severin, leonardgiugiuc@yahoo.com
2Elev, Colegiul National ,,Traian”, Drobeta Turnu Severin
3Elev, Colegiul National ,,Traian”, Drobeta Turnu Severin
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Aceste rezultate nu vor fi demonstrate aici. De remarcat ca in cazul in care
a, b si c reprezinta lungimile laturilor unui triunghi (eventual degenerat), atunci
Teoremele 3 si 4 devin duale.

Aplicatia 1 (AOPS). Fie a, b si ¢ lungimile laturilor unui triunghi (eventual
degenerat). Atunci are loc urmatoarea inegalitate:

b b b
+c+c—|—a+a+ +3>6 a n n c ' (2)
a b c b+c c+a a+bd

Demonstratie. Sa remarcam ca daca fixam a+ b+ c si ab+bc+ ca, atunci membrul
stang este descrescator in functie de variabila abc in timp ce membrul drept este
crescator in functie de abc. Deci vom aplica duala Teoremei 4 intr-o forma mai
eleganta. Aceasta ne spune urmaétoarele:

Este suficient sa verificam ca dacd b = ¢ = 1 si a € [1,2] atunci (2) este
indeplinita, si ca daca a,b > 0 si ¢ = a + b atunci (2) este iarasi indeplinita.

In primul caz, obtinem inegalitatea (2 —a)(a —1)? > 0 care este evident
adevarata pentru orice a € [1,2].

In cel de-al doilea caz obtinem inegalitatea

>3 a n b
= a+2b 2a+b/’

care se verifica usor ca este adevarata.

_l’_

b
a

Sl RS

Sa remarcam cazurile de egalitate. Acestea sunt triunghiul echilateral (a,a,a)
si triunghiurile isoscele degenerate (a, a,2a). O

Aplicatia 2 (Ji Chen, Crux Mathematicorum, 1994). Fie a, b si ¢ lungimile
laturilor unui triunghi (eventual degenerat), cu semiperimetrul p. Atunci are loc
urmatoarea inegalitate:

(p—a)(p—b)+(p—0)(p—c)+(p—c)(p—a) <;+b12+1> =t

c2

Demonstratie. Fie a+b+c = s, ab+bc+ ca = q cu s si g fixate, iar abc = z cu z

variabil. Avem:
11 1 ¢ —2sz

ZTEtaT 2
Dar
i q* — 2sx _ 9 ¢ — sx
dx x2 N 3

Cum ¢? > 3sz > sz, deducem ci membrul stang este descrescitor in variabila abe.
Deci vom proceda analog ca la Aplicatia 1.
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Cazul 1: b=c=15ia € [1,2]. Inlocuind in (3) obtinem (2 — a) (a —1)* >0
care este evident adevaratd pentru orice a € [1,2].

Cazul 2: a,b> 0si ¢ = a + b. Inlocuind in (3) obtinem

b 1 n 1 . 1 S 9
a ) 79 N2 R
a? 0?2 (a+b)?] T4
inegalitate evident adevarata.
Cazurile de egalitate sunt identice cu cele mentionate in Aplicatia 1. O

Sa remarcam ca ambele inegalitati sunt extrem de fine, fiind comparabile cu
inegalitati de tip Blundon.
Bibliografie

[1] http://rmgo.upit.ro/
[2] https://artofproblemsolving.com/community/u21755h1706331p10984283

[3] https://cms.math.ca/crux/
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CONCURSUL DE MATEMATICA
. MARINESCU-GHEMECI OCTAVIAN”

Prezentarea Concursului Judetean de
Matematica ,, MARINESCU-GHEMECI
OCTAVIAN”, Editia a IV-a,

Potcoava, 9 mai 2015

Costel ANGHEL!

In data de 9 mai 2015 a avut loc la Liceul ,,otefan Diaconescu” din Potcoava,
Concursul Judetean de Matematica ,,Marinescu-Ghemeci Octavian”, editia a IV-a,
care s-a adresat elevilor de gimnaziu si de liceu de la specializarile stiinte ale
naturii, tehnic si servicii. Presedintele concursului a fost conf. univ. dr. Costel
Balcau de la Universitatea din Pitesti.

La aceasta editie au participat 244 elevi de la scolile si liceele din judetul Olt.

Subiectele au fost selectate de o comisie formata din conf. univ. dr. Costel
Balcau, prof. Costel Anghel, prof. Florea Badea si prof. Mihai Florea Dumitrescu.

Prezentam 1n continuare subiectele date In concurs.

Clasa a V-a

1. Se dau numerele: a = 3-3%.3%.....3%0 gi p = 32011 —2.32010 _ _9.31276,
(a) Scrieti a si b ca puteri cu baza 3.
(b) Calculati (3a — b)**° .

Florea Badea, Scornicesti

2. Un numar natural de trei cifre, divizibil cu 77, are toate cifrele pare. Sa se
afle acest numar.
Florea Badea, Scornicesti

'Profesor, Colegiul National ,,Jon Minulescu”, Slatina, anghelcostel2012@yahoo.com

44
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3. Determinati cifrele nenule z si y stiind ca z,z¥ = = yz.

Florea Badea, Scornicesti

4. (a) Cate submultimi cu doud elemente are o multime cu 10 elemente?
Justificati.

(b) Cate numere de 8 cifre cu cifrele in ordine descrescatoare se pot forma
in sistemul zecimal? Justificati.

Sorin Peligrad si Adrian Turcanu, Pitesti

Clasa a Vl-a

1. La un concurs de matematica elevii au rezolvat o problema de algebra si
una de geometrie. Se stie ca 25 de elevi au rezolvat corect ambele probleme,
72% din elevi au rezolvat corect problema de algebra, iar 48% au rezolvat-o
corect pe cea de geometrie.

(a) Cati elevi participa la concurs?
(b) Cati elevi au rezolvat corect problema de algebra?

(c) Cati elevi au rezolvat corect problema de geometrie?

Florea Badea, Scornicesti

2. Determinati:

Cate numere naturale de 3 cifre se divid cu 2.

(a)
(b)
(c)
(d) Cate numere naturale de 3 cifre au ca divizori primi doar pe 2 si pe 3.

Costel Balcau, Pitesti, Supliment G.M.-B nr. 10/2014

Cate numere naturale de 3 cifre au ca divizor prim doar pe 2.

Cate numere naturale de 3 cifre se divid cu 2 si cu 3.

3. Fie z,y,2z numere rationale pozitive astfel incat

20 3y 4z
3y+4z 22x+4z 2x+3y’

1 1 1
Calculati 3 2 -+ —4+—].
alculati (z + 3y + Z><x+3y+2z>
k >k ok

4. In triunghiul ABC fie punctul D € (BC) astfel incat <BAD = <CAD si
AB + BD = AC + CD. Aratati ca triunghiul ABC' este isoscel.

Sorin Peligrad si Adrian Turcanu, Pitesti
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Clasa a Vll-a

1. (a) Numerele a,b,c > 0 sunt direct proportionale cu 3, a,b iar 3b + a? =
1800. Determinati numerele a,b,c si calculati A = (c —2a? — 4b+ 1)2015 .

49" + 16 - 7" + 55
(b) Aratati ca pentru n numar natural fractia F' = i i este
’ ’ 2.7+ 22

numar natural.

Florea Badea, Scornicesti

o . o — .. o T2  Soni
2. Sa se determine numarul natural abc, a # 0, stiind ca abc™ = 390abc.
* % ok

3. Se considera numarul a, = 187--- 77889, unde n este numar natural si fie
~—— ’
cp, catul impartirii lui a,, la 13.

(a) Aratati ca a,:13, oricare ar fi » numar natural.

(b) Determinati n natural astfel incat S (a,) = 25 (¢p,), unde S (m) repre-
zinta suma cifrelor numarului m.

Marius Burtea, Alexandria, Supliment G.M.-B nr. 3/2015

4. Fie trapezul ABCD de baze AB si CD, AB > CD si E mijlocul segmentului
[AD]. Sa se arate ca dacd [BE este bisectoarea unghiului <ABC, atunci
BC = AB+CD.

Costel Anghel, Negreni

Clasa a Vlll-a

SUBIECTUL I (Pe foaia de examen se trec doar rezultatele)

1. Rezultatul calculului (1 +22 423 4 24) : (1 + 22) este egal cu ...

T 7
2. Daca 3= 5 atunci valoarea expresiei 5 - (zy — 4) este egald cu ...
Yy

3. Se da intervalul I = [2\/5, 3@. Intervalul contine un numar de ...numere
naturale.

4. Un trapez are linia mijlocie egala cu 9 cm si una din baze egala cu 8 cm.
Lungimea celeilalte baze este egala cu ...cm.
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5. Fie VABCD o piramida patrulaterd regulata. Triunghiul VBD este un
triunghi echilateral cu latura de lungime egali cu 61/2 cm. Atunci volumul

piramidei va fi egal cu ...cm?3.

6. Profiturile unei societati comerciale pe cinci ani sunt trecute in tabelul de

mai jos:
Anul 2009 2010 2011 2012 2013
Profitul (milioane lei) | 10 20 40 30 40

Profitul mediu obtinut de societate pe perioada celor cinci ani este egal cu
... mil. lei.

SUBIECTUL al II-lea

1. Desenati, pe foaia de examen, o prisma triunghiulara regulatd ABC'A’B'C’.

2. Si se determine numerele naturale ab, stiind ci ab + ba + 6a + 6b este patrat
perfect.

3. Pentru un grup de copii se cumpara caiete de matematica si de 4 ori mai
multe caiete de dictando. Dupa ce se dau fiecarui copil 2 caiete de matematica
si 3 de dictando, mai raman 2 caiete de matematica si 43 caiete de dictando.
Cati copii sunt In grup si cate caiete de fiecare fel s-au cumparat?

4. Se considers functia f: R = R, f(2) = (2—V3)z +7.

(a) S& se calculeze f (6 + 3v/3) .

(b) Sa se determine numerele rationale z si y stiind c& f (z) = y + 3v/3.

5. Fie z si y numere reale distincte si nenule, care verifica relatia z + — = y+ —.
x

Sa se arate ca 8xy este patratul unui numar natural.

SUBIECTUL al III-lea

~ ~

1. Un parc are forma unui trapez dreptunghic ABCD cu m(A) = m(D) = 90°.
AB, CD sunt baza mare respectiv baza mica, AB = 60 m, BC = 50 m si
CD =30 m. Fie M € (AD), AM = z m si ACM B dreptunghic in C. Pe
terenul care formeaza ACM B se planteaza flori, iar pe restul terenului se
seamana gazon.

(a) Determinati pe z.

(b) Daca x = 17,5 m, aflati raportul intre aria terenului semanat cu gazon
si aria terenului plantat cu flori.
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(c) Terenul plantat cu flori se imprejmuieste cu un gardulet. Aflati lungimea
garduletului.

2. Un bloc turn are forma unui paralelipiped dreptunghic ABCDA’'B'C'D’, cu
dimensiunile bazei AB = 16 m, BC' = 12 m si naltimea AA" = 30 m.

(a) Se stie ca parterul si etajele au aceeasi inaltime, si anume 2,5 m. Céate
etaje are blocul?

(b) Calculati distanta de la A’ la BD.

(c) Trebuie izolat acoperisul blocului si se stie cd un muncitor izoleaza 1
m? in 2 ore. Aflati cati muncitori trebuie angajati pentru a termina
lucrarea in 5 zile, daca toti lucreaza 8 ore pe zi si au acelasi ritm de
lucru.

SUBIECTUL al IV-lea

1
1. Dacd z,y,2 > 0si a2 +y? + 22 = oy + yz + 20 — T atunci determinati z,
y si oz
2. Tetraedrul ABCD se sectioneaza cu un plan variabil paralel cu muchiile AB
si CD. Pentru ce pozitie a planului, poligonul de sectiune are arie maxima?

Test propus de Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Negreni

Clasa a IX-a

1. Se da expresia E (z,y) = 222 + 2y? + 22y — 10z — 14y + 2041, =,y € R.

(a) Determinati minimul expresiei E (z,y).
(b) Aflati valorile lui = si y pentru care expresia F (x,y) are valoarea
minima.
Florea Badea, Scornicesti

Calculati [A] (partea intreaga a lui A).

1 1 1
2. FieA=14+ =+ =+ ...+ ——.
ie + t 5t + 20152

22 3
Tulia Marinescu-Ghemeci, Potcoava

3. Determinati functia f : N* — N*, stiind ca f(1) = a (a € N*) si
(n+1)(n+2)f(n)

2f(H)+3f(2)+...+(n+1) f(n)= ,Vn € N*.
Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

4. Fie M un punct interior triunghiului ABC' si G 4, G g, G¢ centrele de greutate
_—
ale triunghiurilor M BC, M AC, respectiv M AB. Aratati ca AGs + BGp +

——
CGc = 0 < M este centrul de greutate al triunghiului ABC.
* ok ok
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Clasa a X-a

1. Calculati (1 —223)(1 — 223)(1 — 223), unde z1, 29, z3 sunt radicinile cubice
ale unitatii.
%k 3k

2. Rezolvati ecuatia V210837 — 1 + /3 — 71082 = 2.
Camelia Macsut, Craiova, Supliment G.M.-B nr. 3/2015

3. (a) Sa se calculeze aria triunghiului determinat de dreptele de ecuatii
r=4,y=x+1si3z+2y+10=0.

(b) Fie punctele A(1;2), B(2;9), C(3;—1) si D(4;a). Sa se determine
valorile lui @ € R pentru care [AD]([BC] # 0.

X 3k 3k

4. (a) Aratati ca existd a,b € Z astfel incat pentru orice n € N* are loc

2n) "
D) aCyy 1 +bC5, 1.

(b) Deduceti ca pentru orice n € N* numarul (2n)! se divide cu n!(n + 1)!.

egalitatea

%k 3k
Clasa a Xl-a
3 21
1. Se considera matricele A= | 6 4 2 | si B=13+ A.
9 6 3
(a) Verificati ca A% = 10A.
(b) Aritati ci B este inversabila si determinati B~!.
% X 3k

2. Fie matricele A,B € M3(C) cu AB + BA = O3 si det(A + B) = 0.
Demonstrati ca det(A? + B?) = 0.
%k 3k

3. Calculati:

. 3—Vb+z
(a) lim ————.
z—4 1 — /b5 —
. cos2x — cosdx
O) Jiy =
* % %
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o Cl C?
4. Consideram functiile f,g : R — R, f(z) = T" T+ 7” cx? T” S 4
cn 14 z)"t!
n_ gt g(x) = %, unde n este un numar natural nenul.
n+1 n+1

(a) Aratati ca f/(x) = ¢'(x),Vz € R.

1
(b) Aratati ca f(z) = g(z) — ——,Vz € R.

n+1’
Cy G, cpoo2tt—1
(c) Demonstrati ca —* + —* +...+ —"— = :
’ 1 2 n+1 n+1 * % *

Clasa a Xll-a

SUBIECTUL I

1. Calculati [\/ﬂ + [\/ﬂ +...+ [\/g], unde [z] este partea intreaga a numarului
real z.

2. Determinati valoarea maximi a functiei f : R — R, f(z) = —22 + 5.
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 82+ = V/4.

4. Calculati probabilitatea ca alegand la intamplare un element din multimea
A=1{1,2,3,...,60}, acesta sa fie divizibil cu 6 si s& nu fie divizibil cu 12.

5. In reperul cartezian xOy se considera dreapta h de ecuatie y = 2x — 3 si
punctul A(—1,1). Determinati ecuatia dreptei care trece prin punctul A si
este perpendiculara pe dreapta h.

6. Determinati raza cercului circumscris unui triunghi echilateral care are aria
egald cu 4+/3.

SUBIECTUL al II-lea

1. Se considera matricea A = ( (1) 20115 >

(a) Calculati det(A2015).
(b) Aratati ca matricea A2015 — 242014 4 A2013 ny este inversabili.

(c) Determinati toate matricele X € Ms(R) cu proprietatea ca are loc
egalitatea X2 = A.
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2. Se considera polinomul f = 2X% 4 X3 +5X2 + X + a, unde a este un numir
real si fie 21, x9, x3, 24 € C radacinile sale.
(a) Aratati ca polinomul f are si radécini complexe nereale.
(b) Calculati catul si restul impartirii polinomului f la X + 1.
(c) Calculati (z3 —1)(x2 — 1)(z3 — 1)(x4 — 1).

SUBIECTUL al III-lea
1. Fie functia f : R = R, f(z) = Va2 + 1.

(a) Calculati lim M

T—1 rz—1
(b) Determinati asimptotele functiei f.

(c) Determinati valorile reale ale lui m pentru care ecuatia f(x) = m nu
are nicio solutie.

2. Se considera functia f : R — R, f(z) = cos2z.

(a) Calculati fog zf(x)dz.
(b) Aflati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Oz a graficului
functiei g : [0, 5] = R, g(z) = f ().
o5 f(@) f2) — (f(2)°
c) Calculati [,° dx.
(o) Caleulati J @)

Test propus de Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Negreni

Premiantii concursului au fost:

Clasa a V-a: Premiul I: Mdargheanu Cristina Andreea (Sc. Gimn. ,,Eugen
Ionescu”, Slatina), Tolu Diana (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina); Premiul al
II-lea: Gabor Ioana Andreea (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina); Premiul al
III-lea: Polck Sabina (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina).

Clasa a VI-a: Premiul I: Miladin Raisa (L.P.S. Slatina); Premiul al II-lea:
Paunescu Bianca (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina); Premiul al ITI-lea : Amza
Cristina Alexandra (L.P.S. Slatina), Vasile Radu (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”,
Slatina).

Clasa a VII-a: Premiul I: Alezandrescu Marian (Sc. Gimn. Nr. 3, Slatina);
Premiul al II-lea: Ene Mihaela (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina), Ivana
Alin Mihail (Liceul Stefan Diaconescu”, Potcoava), Popescu Adelina (Sc. Gimn.
,,Eugen Ionescu”, Slatina); Premiul al I1I-lea: Monete Maria (Sc. Gimn. ,,Eugen
Tonescu”, Slatina).

Clasa a VIII-a: Premiul I: Draghia Denisa (Sc. Gimn. ,,Dumitru Buzdun”,
Corabia); Premiul al II-lea: Ciorceanu Andrei Razvan (Sc. Gimn. ,,Eugen
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Ionescu”, Slatina); Premiul al Ill-lea: Dobrita Madalin (Sc. Gimn. ,,Eugen
Ionescu”, Slatina).

Clasa a IX-a: Premiul I: Velcea Ana Maria (Liceul ,,Stefan Diaconescu”,
Potcoava); Premiul al II-lea: Voiculet Cristina Alexandra (Liceul ,,Stefan Diacones-
cu”, Potcoava); Premiul al I1I-lea: Dumitrescu Valentin (C.N. , Radu Greceanu”,
Slatina).

Clasa a X-a: Premiul I: Cocorascu Ana Maria (C.N. ,,Ton Minulescu”, Slatina);
Premiul al II-lea: Spiridon Gabriela (C.N. ,Ion Minulescu”, Slatina); Premiul al
II-lea: Raducanu Alexandra (C.N. ,,Jon Minulescu”, Slatina).

Clasa XI-a: Premiul I: Bazga Ileana Mihaela (Liceul ,,Stefan Diaconescu”,
Potcoava); Premiul al II-lea: Cochinescu Iuliana Irina (Liceul ,,Stefan Diaconescu”,
Potcoava); Premiul al IIl-lea: Stefan Andrei Robert (Liceul ,,Stefan Diaconescu”,
Potcoava).

Clasa a XII-a: Premiul I: Meleandra Iuliana Alexandra (C.N. ;,Radu Greceanu”,
Slatina); Premiul al II-lea: Costea Silvia (Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava);
Premiul al ITI-lea: Dogaru Nicoleta (Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava).

Premiile acordate castigatorilor au fost sponsorizate de firma SC VISTORIA
LUX SRL, reprezentata de director general ing. Victor Badea.

Doamna profesoara Ileana Marinescu-Ghemeci a acordat Premiul Special
Marinescu-Ghemeci Octavian elevului  Alezandrescu Marian (Sc. Gimn. Nr.
3, Slatina).



Prezentarea Concursului Interjudetean de
Matematica ,, MARINESCU-GHEMECI
OCTAVIAN”, Editia a V-a,

Potcoava, 14 mai 2016

Florea BADEA'!

I.S.J. Olt si Liceul ,,Stefan Diaconescu” din Potcoava au organizat in data de
14 mai 2016 Concursul de Matematica ,,Marinescu-Ghemeci Octavian”, editia a
V-a, care s-a adresat elevilor din clasele V-VIII si elevilor de liceu avand examenul
de Bacalaureat de tip M2. Presedintele concursului a fost domnul conf. univ. dr.
Costel Balcau de la Universitatea din Pitesti.

A fost prima editie in care concursul a devenit interjudetean, fiind prezenti un
numar de 251 de elevi din judetele Arges, Olt si Valcea.

Premiile au fost sponsorizate din nou de firma VICTORIA LUX SRL, repre-
zentata de directorul general ing. Victor Badea, iar doamna profesoara Ileana
Marinescu-Ghemeci a acordat doua premii speciale elevilor cu cel mai mare punctaj
din concurs.

Subiectele au fost selectate de o comisie formata din conf. univ. dr. Costel
Balcau, prof. Anghel Costel, prof. Florea Badea si prof. Mihai Florea Dumitrescu.

Tata subiectele propuse in concurs:

Clasa a V-a

1. Se considera numairul natural a = 42902 . 54007 11425 Determinati primele
cinci cifre si ultimele cinci cifre ale lui a.

Florea Badea, Scornicesti

73
2. Se considera fractia F' = ——. Determinati cate numere naturale sunt in
multimea A = {F,2F,3F,...,2016F}.

Florea Badea, Scornicesti

'Profesor, Scoala Gimnaziali ,,Nicolae Coculescu”, Scornicesti

53
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C . . — —6 : .
3. Exista cifre nenule a si b pentru care are loc egalitatea ab’ =07 ] ustificati
raspunsul.

Dragos Petrica, Pitesti

4. Fie A = {a,b,c,d} C N, a < b < ¢ < d. Notdm cu B multimea tuturor
sumelor de cate doud elemente din A, nu neaparat distincte (de exemplu
a+a € B). Sa se arate ca daca avem card B = 7, atunci exista r € N* astfel
incat b=a+r, c=a+2r, d=a+ 3r.

Costel Anghel, Bircii

Clasa a Vl-a

1. Sa se determine numerele prime z, y, z stiind ca xy+yz+ 2z +2016 = 6zyz.

Florea Badea, Scornicesti

2. Fie numarul natural n = 1234 - - - 828384.

(a) Sa se arate ca n nu este patrat perfect.

(b) Determinati numarul de numere naturale k£ pentru care restul impartirii
lui n la 10* este patrat perfect.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

3. Fie ABC un triunghi. Pe latura (AC) se considera punctele P si @ astfel
incat AP = CQ, iar P si @ se afla pe mediatoarele lui (AB) respectiv (BC).

Stiind ca m (@) = 20°, se cere:
(a) Aratati cd APBQ este isoscel.
(b) Determinati masurile unghiurilor AABC.

Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Bircii

4. (a) Determinati un numar natural n astfel incat (n-10* — 1) :2017.

(b) Gasiti un numar natural care incepe cu 2016, se termina cu 2016 si este
divizibil cu 2017.

Costel Anghel, Bircii
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Clasa a Vll-a

1.

2.

4.

(a) S& se calculeze n? — (n+1)* — (n+2)* + (n +3)*,n € N.

(b) Se considera multimea M = {3,4,5,6,...,21}. Sa se gaseasca doua
submultimi disjuncte 4, B ale lui M cu AUB = M, una cu 9 elemente,
cealalta cu 10 elemente si suma patratelor elementelor lui A sa fie egala
cu suma patratelor elementelor lui B.

Costel Anghel, Bircii

Se considera sirul 1,2,4,5,7,... format din numerele naturale nedivizibile
cu 3. Suma a 2n termeni consecutivi ai sirului este egala cu 300, n € N*. Sa

se determine toate valorile posibile ale lui n.
k 3k ok

Se considera paralelogramul ABCD avand m(B/A\D) = 45° si BD1AB.
Daca M € (BC) astfel incat m(BAM ) = 15°, demonstrati ca AM = BC.
Adriana Daniela Gurgui, Constanta, Supliment G.M.-B nr. 3/2016

Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Indltimile din B si C' se intersecteazi
in H, iar bisectoarele unghiurilor ABH si ACH se intersecteaza in K. Bisec-
toarea (BK intersecteaza pe CH in M si pe AC in P, iar bisectoarea (CK
intersecteaza pe BH in N si pe AB in Q.
(a) Aratati ca patrulaterul M N PQ este romb.
(b) Pentru ce triunghiuri ABC' patrulaterul M N PQ este patrat?
Costel Anghel, Bircii

Clasa a Vlll-a

SUBIECTUL I (Pe foaia de examen se trec doar rezultatele)

Rezultatul calculului 62 — 12 -4 + 42 este egal cu ...
Daca 10% din 10% din x este egal cu 20,16 atunci z = ...

Suma numerelor intregi din intervalul I = (—\ﬁ ,V 17) este egala cu ...

. Un dreptunghi are lungimea egald cu 16v/3 cm si unghiul ascutit dintre

diagonale cu masura egala cu 60°. Lungimea latimii dreptunghiului este
egala cu ... cm.

Diagonala unui cub este egald cu 5 cm. Volumul cubului este egal cu .. .cm?.
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6. Elevii unei clase au obtinut la un test notele trecute in urmatorul tabel:

Nota 4 ) 6 7 8 9 10
Nr. elevi 3 2 3 7 6 2 2

Media clasei este egala cu . ..

SUBIECTUL al II-lea

1. Desenati pe foaia de examen o prisma patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’.

2. Daci z € [1,3] caleulati E = /(1 — 2)* — |2 — 3| + |22 — 6] .

3. Daca elevii unei clase se aseaza cate doi In banca, ramane unul in picioare,
iar daca se aseaza cate trei, raman patru banci libere. Cate banci si cati
elevi sunt in clasa?

4. Fie functia f: R = R, f(z) = (1-v2)z +a.

(a) Determinati a € R astfel incat punctul M (V2 + 1;2) € Gy.
(b) Pentru a = 3, rezolvati inecuatia f (z) > 3v/2.

3—-2v2 3422

5. Aratati ca numarul n = \/ + este numar natural.

3422 322

SUBIECTUL al III-lea

1. Un teren agricol are forma unui trapez dreptunghicABC' D, unde AB este

-~

baza mare si m(A) = 90°. Acesta este impartit in trei parcele dintre care
AMNP este patrat, M € (AB),N € (BC),P € (AD),MB = MN. Se stie
cd AB =80 m si Aapcp = 3000 m?.

(a) Aratati ca lungimea segmentului [PD] este egala cu 20 m.

(b) Cat costa gardul care imprejmuieste parcela AMNP daca se folosesc
panouri de cate doi metri care au pretul de 90 lei bucata, iar stalpii
care se pun la imbinarea panourilor costa fiecare cate 20 de lei?

(c) Parcela BMN este cultivata cu rosii. Productia medie a fost de 24
kg/m?2. Rosiile se vand cu pretul de 1,5 lei/kg. Care este suma total
incasata pe rosii?

2. Un beci are forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile L = 3 m,
l=2m, h=15m.

(a) Cate placi de faianta de forma dreptunghiulara cu dimensiunile de 20
cm si 30 cm sunt necesare pentru a acoperi podeaua si peretii laterali?
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(b) Calculati volumul beciului.

(c) Seimparte beciul in patru zone a, b, ¢, d de volume direct proportionale
cu numerele 2, 5, 6 si respectiv 7. Se pot depozita in zona b 24 de saci
cu grau, stiind ca fiecare sac are 80 de decimetri cubi?

Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Bircii

SUBIECTUL al IV-lea

1. Fie VABC un tetraedru echifacial (muchiile opuse sunt congruente doua cate
doua). Fie (AM bisectoarea unghiului VAB, M € (VB), (BN bisectoarea
unghiului VBC, N € (VC) si (CP bisectoarea unghiului VCA, Pe (VA).
Sa se arate ca (MNP) || (ABC) < VABC este tetraedru regulat.

Costel Anghel, Bircii

2. Fie a,b,c € (0,00) . Sa se demonstreze inegalitatea

a(a+b? bb+c)? clc+a)’
+ +
b+c c+a a+b

>2(a®+b°+¢%).
Costel Anghel, Bircii

Clasa a IX-a

1. Rezolvati ecuatiile:

@ =1t o)
(b) [a] — [2r] = 22

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

2. Pe o tabla sunt scrise numerele 14, 5 si 2016. Se repeta urmatoarea operatie:
se aleg doua numere de pe tabla si se adauga pe tabla suma si diferenta lor.

(a) Ce numere vor fi scrise pe tabla dupa prima operatie, daca se aleg 2016
si 5?7
(b) Este posibil ca, la un moment dat, suma numerelor scrise pe tabla sa

fie 201627 Justificati raspunsul.
Costel Anghel, Bircii

3. Rezolvati in N ecuatiile:

(a) 14+3+5+...+x=1/32016;

(b) 1+3+5+...4+2=+v3>"L
Gheorghe Boroica, Baia Mare, Supliment G.M.-B nr. 9/2015

4. Fie ABCD un patrulater convex si M, N, P puncte pe segmentele (AB),

MB BN DP
(BC), respectiv (C'D), astfel incat =~NC = PO
segmentelor [AN], respectiv [MP]. Aratati ca RS||AD.

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

. Fie R si S mijloacele
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Clasa a X-a

1. Fie functiile f,g : R = R, f(z) = ax +bsi g(z) = bx +a, a,b € R*. Sa
se arate ca reprezentarile grafice ale functiilor fog=! si gof~! nu pot fi
perpendiculare.

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

2. S& se determine suma numerelor z € C, |z] = 1 care satisfac conditia
|22+ 2-2+72% =1.
%k %k

3. (a) Sa se determine numarul real m, astfel incat ecuatia 9*—m-3*—m+8 = 0
sa aiba o singura solutie reala.

(b) S& se rezolve ecuatia 9(27* +2777) — 73(3* +37*) = 0.

Tuliana Trasca, Margineni

4. Sa se demonstreze identitatea )

Ch+Crtt k1 | Ok CriCalh
L+ (k+1)- =0 _nle’cgE =(n—k+1)- (k+1) =G

’ Octavian Marinescu-Ghemect ‘

Clasa a Xl-a

0 1 0 3
Aratati ca matricea A" 4+ B" este inversabila pentru orice n € N*.

1. In multimea M>(R) se considera matricele A = ( L1 > si B = < Ll )

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

2. Determinati matricea A € M(R), stiind ca A% = < 47751 69060 >, tr (A) =9

si tr (A%) = 69.
Daniela Haret, Braila, Supliment G.M.-B nr. 12/2013

zln(z+e), z€(0,00)

3. Consideram functiile f,g,h: R* = R, f(x) = { 2] 7 € (—00,0)

2] +1 z € (—00,0) 12 unde [z] reprezinta partea
Y xT

intreaga a numarului .

o ):{ zlnz, 2z € (0,00) h(z) = 2zsinx

(a) Studiati existenta limitelor functiilor f, g, h in z¢ = 0.
(b) Caloulafi lim (f(x) — g(a)) 5i_lim_(f(x) — g(z).
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2
(c) Demonstrati ca |h(z)| < —, Vo € R*.

]
(d) Calculati Ill)rgo h(z) si xll)r_noo h(z).

h(z)

(e) Calculati lim ——=.
T z—0 g(a:)
>0

* % *
Va2 4z, < -1
4. (a) Fie functia f : R = R, f(z) =< az’+a L Aflati a € R
, T > —

x
astfel incat asimptotele oblice ale graficului functiei f sa fie paralele.

(b) Fie f: R — R o functie astfel incat |cosx — e + f(z)| < 2206, pentru

orice z € R. Demonstrati ca f(0) = 0 si ca f este continud in 0.

Clasa a Xll-a

SUBIECTUL I

1. Aflati ratia progresiei aritmetice (ap)n>1, dacd agp = 2016 si ajgo = 1516.

2. Calculati aria triunghiului determinat de punctele de intersectie ale graficului
functiei f : R — R, f(x) = 2% — 4z + 3 cu axele Oz si Oy.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia vz — 2 - vz + 2 = /5.

4. Calculati probabilitatea ca alegand una dintre submultimile cu 3 elemente
ale multimii {1,2,3,...,9}, aceasta sa fie formata doar din numere prime.

5. Calculati distanta dintre dreptele de ecuatii y = 2z + 4 si y = 22 — 3.

™ 3
6. Calculati cos z, stiind ca x € (5,71) sisinx = =

SUBIECTUL al II-lea

1. Se da matricea A(z) = ,x € R.

S~ 8
o8 O
8 o N

(a) Aflati = € R pentru care det A(z) = 1.
(b) Aflati n € N* pentru care det(A(1) + A(2) +...+ A(n)) = det A(2016).
(c) Calculati (A(1))~2.
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2. Se considers polinomul f = X3 —2X2+ X +m, unde m € R, si fie 71, x2, 73
radacinile sale.

(a) Aflati m € R, pentru care f:(X —1).
(b) Aflati m € R, pentru care 2% + 23 + 2% = 23 + 23 + 3.

(c) Sa se determine valorile lui m pentru care f are o radacina dubla.
SUBIECTUL al ITI-lea

1. Se considerd functia f: R = R, f(z) =In (:c +Va?+ 362>.

In (:L' + Va2 + 3€2> — In(3e)
(a) Calculati lim )

T—re Tr—e

(b) Aratati ca f este concava pe [0, 00).

ln(e —
(c) Calculati lim In(e — )
z——oo  f(x)
2. Pentru fiecare numar natural nenul n consideram functiile f, : R — R,
fo(x) =2"In(1+2%) si g, : R = R, gy(x) = 1 _T_ 3

(a) Calculati fol fi(z)dx.
(b) Calculati fol(ggms(ﬂv) + g2016(z))d.

(c) Aflati aria suprafetei determinate de graficul functiei g3, axa Ox si
dreptele de ecuatii z = -1 si z = 1.

Test propus de Costel Anghel, Bircii si Florea Badea, Scornicesti

Premiantii acestui concurs au fost urmatorii:

Clasa a V-a: Premiul I: Popa Filip (C.N. ,,Ion Minulescu”, Slatina); Premiul
al II-lea: Cliocarlan Cristina (Sc. Gimn. ,,Virgil Mazilescu”, Corabia); Premiul al
III-lea: Nedelea Irina (Sc. Gimn. ,,Virgil Mazilescu”, Corabia).

Clasa a VI-a: Premiul I: Margheanu Cristina (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”,
Slatina); Premiul al II-lea: Barbu Robert (Sc. Gimn. ,,Mihai Eminescu”, Pitesti);
Premiul al ITI-lea: Simionescu Mihai (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina).

Clasa a VIl-a: Premiul I: Vadastreanu Robert Eugen (Sc. Gimn. ,,Eugen
Ionescu”, Slatina); Premiul al II-lea: Coneschi Viad (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”,
Slatina, elev de clasa a VI-a!), Premiul al III-lea: Dan Eliana (Sc. Gimn. ,,Eugen
Ionescu”, Slatina).
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Clasa a VIII-a: Premiul I: Stanciu Ciprian (Sc. Gimn. Nr.3, Slatina); Premiul
al II-lea: Monete Maria (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina); Premiul al III-
lea: Matei Alexandra (Sc. Gimn. ,,Eugen lonescu”, Slatina), Ionica Teodora
(C.N. ,,Radu Greceanu”, Slatina), Popescu Adelina (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”,
Slatina).

Clasa a IX-a: Premiul I: Dinca Catalin (C.E. Ramnicu Véalcea); Premiul al
II-lea: Enache Radu Florian (C.E. Ramnicu Valcea); Premiul al I1I-lea: Baldsoiu
Cristina (C.E. Ramnicu Vélcea), Chiru Diana (C.N. ,,Jon Minulescu”, Slatina).

Clasa a X-a: Premiul I: Floreanu Madalina (C.N. ,,Jon Minulescu”, Slatina);
Premiul al II-lea: Velcea Ana Maria (Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava);
Premiul al IIl-lea: Danciu Ana Maria Cristina (Liceul ,,Stefan Diaconescu”,
Potcoava).

Clasa a XI-a: Premiul I: Dumitra Elena Alexandra (C.E. Ramnicu Véalcea);
Premiul al II-lea: Spiridon Gabriela (C.N. ,,Jon Minulescu”, Slatina); Premiul al
III-lea: Arapu Elena Luiza (Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava).

Clasa a XII-a: Premiul I: Bazga Ileana Mihaela (Liceul ,,Stefan Diaconescu”,
Potcoava); Premiul al II-lea: Cochinescu Iuliana Irina (Liceul ,,Stefan Diaconescu”,
Potcoava); Premiul al ITI-lea: Stefan Andrei Robert (Liceul ,,Stefan Diaconescu”
Potcoava), Voicu Maria Madalina (Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava).

Doamna profesoara Ileana Marinescu-Ghemeci a acordat Premiul Special
Marinescu-Ghemeci Octavian elevilor Popa Filip (C.N. ,,Jon Minulescu”, Sla-
tina) si Bazga Ileana Mihaela (Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava).



Prezentarea Concursului Interjudetean de
Matematica ,, MARINESCU-GHEMECI
OCTAVIAN”, Editia a Vl-a,

Potcoava, 13 mai 2017

Mihai Florea DUMITRESCU

I.S.J. Olt si Liceul ,,Stefan Diaconescu” din Potcoava au organizat in data de 13
mai 2017 Concursul Interjudetean de Matematica ,,Marinescu-Ghemeci Octavian”,
editia a VI-a, adresat elevilor de gimnaziu si elevilor de liceu avand examenul de
Bacalaureat de tip M2. Presedintele concursului a fost conf. univ. dr. Costel
Balcau de la Universitatea din Pitesti.

La concurs au participat 172 de elevi din judetele Arges, Olt si Valcea.

Subiectele au fost selectate de o comisie formata din conf. univ. dr. Costel
Balcau, prof. Costel Anghel, prof. Florea Badea si prof. Mihai Florea Dumitrescu.

Elevii castigatori au primit, pe langa diplome, si premii in bani acordate de catre
domnul Nicusor Manuel Enachioaia, primarul orasului Potcoava. Au fost acordate
si patru premii speciale de catre doamna profesoara Ileana Marinescu-Ghemeci.

9

Elevele Mesina Maria si Velcea Elena Georgiana de la Liceul ,,Stefan Diaconescu’
Potcoava au devenit reportere pe perioada desfasurarii concursului. Iata interviurile
realizate, sub forma unor intrebari (I) si raspunsuri (R).

e Cu doamna profesoara Ileana Marinescu-Ghemeci:

I: Cum va simtiti stiind ca acest concurs poarta numele sotului dumnea-
voastra?

R: Este ceva aparte, care nu se poate descrie. Dar oricum, intotdeauna
am emotii cand este vorba de acest concurs.

I: Ce impact are asupra dumneavoastra faptul ca tot mai multi elevi se
inscriu anual?

R: Ma bucur ca de la an la an numarul concurentilor creste si valoarea
concurentilor care vin este destul de mare, iar aceasta se vede dupa
rezultatele pe care le obtin si dupa premiile care se dau.

'Profesor, Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava, florin14mihai@yahoo.com

62
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—

—

—

—

Cum era domnul Marinescu-Ghemeci Octavian ca om, ca profesor?

Era un om care iubea copiii, lucra foarte frumos cu ei si foarte mult,
avea simtul umorului si, desi era un obiect greu matematica, pentru
unii elevi era o placere sa faca ora cu dansul la clasa.

Credeti ca in viitor concursul se va extinde?

Deja mi se pare ca s-a mai extins. Initial era numai judetean si avem
deja participanti din Valcea de anul trecut si acum si din Pitesti, daca
nu gresesc. In timpul in care domnul Marinescu era profesor, liceul era
renumit, pentru ca el lucra foarte mult din Gazeta Matematica cu elevii
si a participat la toate concursurile, iar elevii din acest liceu au luat
diverse premii. Tar la Gazeta Matematica, datorita rezolvarilor pe care
le-a avut, a obtinut locul cinci pe tara, nu mai stiu sigur in ce an.

Considerati ca se mai poate lucra la organizare?

Intotdeauna este loc de mai bine. Dar eu zic ci este o organizare destul
de buna, participarea destul de larga; la inceput a fost numai pentru
liceu, iar dupa un an sau doi s-a extins la gimnaziu, deci lucrurile merg
destul de bine.

Doriti sa amintiti ceva legat de acest concurs?

Pai am participat de la prima editie a concursului, cand am tinut si
un cuvant de deschidere referitor la viata si activitatea profesorului
Marinescu-Ghemeci Octavian, care era un profesor daruit scolii si ele-
vilor, si am luat parte in continuare la celelalte editii. Anual oferim
premii speciale, unul, doua, trei, ... depinde cat a stabilit comisia de
corectori, pentru elevii care obtin cel mai mare punctaj sau care au
solutii deosebite. Ma gandesc ca-i stimuleaza pe elevi, pe langa premiile
care se dau In mod obisnuit la un concurs.

e Cu domnul primar Nicusor Manuel Enachioaia:

—

—

Ce parere aveti despre acest concurs?

Este foarte bine ca s-a realizat si imi place ca de la an la an vin tot
mai multi copii, din mai multe judete. Cred ca este o reclama foarte
buna pentru localitate, pentru liceu, dar si pentru voi, ca elevi, sa va
pregatiti. Este o reusita.

Organizarea poate fi imbunatatita?

Asa cred si asa am si observat, pentru ca de la an la an a fost tot
mai bine. Cred si sper ca la un moment dat sa ajunga chiar concurs
national, de la interjudetean, cum este acum. Bineinteles, primaria va
acorda sprijin in continuare si cred ca se poate. Alaturi de conducerea
scolii, de comisie, de domnul profesor Balcau, care este si presedintele
comisiei, cred ca putem sa-1 facem si mai bun.

Ce apreciati la acest concurs?
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Cred ca este un lucru foarte bun. Concursul este organizat pentru
comemorarea domnului Marinescu-Ghemeci Octavian, care a fost un
profesor de seama al liceului, chiar al judetului Olt, un profesor de
matematica stralucit, care a indrumat si ajutat multi elevi aici, iar
acestia au ajuns, in timp, personalitati in randul matematicii. In final,
sper sa fie bine pentru toata lumea, succes participantilor si sa mearga
in continuare concursul.

e Cu domnul conferentiar Costel Balcau:

—

Care este implicarea dumneavoastra in acest concurs?

Inci de la inceput am fost presedintele concursului, nu doar pentru ca
trebuia sa fie ales un profesor de la Universitate. Eu am facut liceul aici,
ca si voi, iar domnul profesor in cinstea caruia se organizeaza concursul
mi-a fost profesor si model. Astfel m-am gandit, impreuna cu profesorii
de matematica de aici, domnii Dumitrescu si Mogosanu, sa facem acest
concurs.

Cand a pornit initiativa concursului?
Suntem in al saselea an, asta inseamna ca inca din anul 2012.
Care este nivelul de dificultate al subiectelor?

Subiectele nu sunt usoare, pentru ci este un concurs serios. In afara de
clasa a VIII-a, unde se dau subiecte dupa modelul examenului national,
si de clasa a XII-a, dupa cel de Bacalaureat, subiectele sunt ca la
olimpiada. La gimnaziu cred ca se atinge nivelul judetean. Nu este
olimpiada nationala, dar o ,,Olteniada”, cum glumim noi, tot este!

e Cu doamna Ivana Mihaela de la Liceul Potcoava, fosta eleva a profesorului
Marinescu-Ghemeci Octavian:

I
R:

—

Cum era domnul Marinescu-Ghemeci ca profesor?

Un profesor deosebit, care mi-a implantat dragostea pentru matematica,
chiar daca este un obiect dificil, care cere multd munca. Pe langa
exercitiile din manual, lucram foarte mult din Gazeta Matematica si din
culegerile de matematica. Era un profesor foarte devotat scolii, iar elevii
domnului profesor participau cu succes la olimpiadele si concursurile
scolare. De asemenea, ponderea elevilor care erau admisi la Facultate
era foarte mare in fiecare an. In ciuda ,,renumelui” de ,,profesor exigent”,
domnul profesor avea calitatea de a degaja o atmosfera placuta prin
micile glume strecurate printre exercitiile intense care se desfasurau pe
tabla.

Cum vedeti initiativa desfasurarii acestui concurs?

Este un omagiu adus domnului profesor si sper ca aceasta traditie sa se
mentina.
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e Doamna profesoara Cristina Smarandache (Colegiul Economic Ramnicu
Valcea):
I: Cum vi s-au parut subiectele?

R: Foarte bune. Nici exagerat de grele, nici sa-ti bati joc de concurs. Foarte
bune.

—

Ce parere aveti despre organizare?

R: Imi place ca organizati an de an si uite asa o sa castigati respect, caci
se aude de la unul, de la altul si copiilor le-a placut sa vina.

—

Dar despre personal?

R: Un colectiv extraordinar. Vorbim de la distanta, aducem copiii pe
ultima suta de metri, caci se mai Intampla sa se mai iImbolnaveasca.
Foarte, foarte binevoitori. In general, se mai enerveaza oamenii, se mai
cearta... Dar aici totul e perfect.

—

Credeti ca in timp se va dezvolta?
R: Eu asa zic. Pentru ca In momentul in care respecti un concurs, si el te
va respecta pe tine.

e Elev participant (Parvan Adrian, Liceul Tehn. ,,Constantin Brancoveanu”):

Cum ti s-au parut subiectele?
Nici foarte grele, nici foarte usoare.
Ai mai participat la acest concurs?

Nu, este pentru prima data.

Ce impresie ti-a lasat? Merita sa mai incerci si anul viitor?

R: O impresie buna. Da.
e Elev participant (Slatina):

In ce clasd esti?

A VIII-a.

Cum ti s-au parut subiectele?
Au fost OK.

Le-ai rezolvat pe toate?

Da, dar doar pe cele pentru examen.

Ai mai veni?

R: Nu stiu, probabil ca da.
e Elev participant (Valcea):

I: Este prima oara cand participi la acest concurs?
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R: Am mai fost si anul trecut.

I: Cum ti s-au parut subiectele? Au fost grele?

R: Da, au fost foarte grele subiectele.

I: Ai avut vreo nemultumire legata de organizarea concursului?

R: Nu, a fost OK.
e Elev participant (Enceanu Miruna):

I: In ce clasi esti?

R: A IX-a.

I: Cum ti s-au parut subiectele?

R: Cam grele...

I: Ai mai luat parte la o alta editie?
R: Nu, e prima oara.

I: Si ai mai vrea sa participi?

R: De ce nu?
e Elev participant (Coman Geanina Carolina, Liceul Tehnologic Tufeni):

I: Cum ti s-au parut subiectele?
R: Pai, unele au fost mai usoare, altele mai grele...

I: Ce parere ai despre acest concurs? Ai mai luat parte la editiile anteri-
oare?

R: Da, de doua ori pana acum. $i este o idee foarte buna. Exercitiile sunt
consistente, contin ceea ce trebuie sa invatam intr-un an intreg.

I: Ai vreo nemultumire legata de concurs?
R: Nu.

e Elev participant (Liceul Economic Ramnicu Valcea):

I: In ce clasd esti?

R: A XlI-a.

I: Cum ti s-au parut subiectele?
R: Super OK.

I: Ai mai participat?

R: Da, anul trecut.

I: Cum ai aflat de concurs?

R: Profesorii mei au primit invitatie si m-au luat si pe mine. Am fost de
la mai multe clase.
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e Elev participant (Valentin Dumitrescu, C.N. ;,,Radu Greceanu” Slatina):

e Elev

—

—

In ce clasi esti?
A XlI-a.
Cum ti s-au parut subiectele?

Frumoase rau de tot, dar asimptotele alea m-au terminat. Nu se
simplifica. Nu stiu... Nu mi-au iesit.

Ai rezolvat toate subiectele?

Da, le-am abordat pe toate; nu le-am terminat.
Ai mai luat parte la acest concurs?

Am mai fost intr-a IX-a.

Intentionezi sa mai vii?

Posibil. Daca se mareste premiul!

Ce impresie ti-a lasat concursul?

O impresie foarte buna.

Dar organizarea?

OK.
participant (Velcea Ana Maria, Liceul ,,Stefan Diaconescu” Potcoava):

In ce clasa esti?

In clasa a XlI-a.

: Fiind participant si totodata elev al acestui liceu, ce impresie ti-a lasat

desfasurarea acestui concurs in institutia in care studiezi?
Cred ca este una dintre implicarile valoroase ale liceului.
Ce face special concursul Marinescu-Ghemeci Octavian?

Particip de trei ani la acest concurs si, sincer, niciodata nu am regretat
acest lucru. Ce am apreciat, in principal, anul acesta, au fost subiectele.
Nu au fost abordate banalele subiecte din manual si, in plus, s-a pus
foarte mult accent pe atentia si imaginatia elevilor.

Te-a atras vreun subiect in mod special?

Mi s-a parut foarte interesant subiectul IV, o problema frumoasa,
practica. Demonstreaza ca matematica nu se rezuma doar la formule
sau calcule, ci poate simplifica viata de zi cu zi. Indiferent de punctajul
obtinut, faptul ca am participat, cat si momentele intense, sunt categoric
un castig.
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Prezentam in continuare subiectele propuse in concurs.

Clasa a V-a

1. (a) Calculati 14 7' 4 72 4 75.
(b) Fien =14 7' 4+ 72 4+ - 4+ 72917 Aflati ultimele doua cifre ale lui n si
stabiliti daca acesta este patrat perfect.

Costel Anghel, Bircii

2. Pe un ecran, in prima secunda este afisat numarul 42. Apoi, in fiecare
secunda, se inlocuieste numarul afisat cu numarul obtinut prin adunarea
produsului cifrelor numarului cu 21.

(a) Dupa cate secunde este afisat numarul 637
(b) Ce numar este afisat dupa 2017 secunde?
Costel Anghel, Bircii

3. Determinati numarul natural z si cifrele a si b, in baza 10, astfel incat

(6x + 180)% = a051b.
Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Bircii
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4. Se considera multimea de numere naturale M = {7,8,9,...,504}. Sa se
arate ca aceasta multime se poate scrie ca reuniune de submultimi cu cate
doua elemente fiecare, disjuncte doua cate doua, iar suma elementelor fiecarei
submultimi sa fie cub perfect.

Costel Anghel, Bircii

Clasa a Vl-a

1. Aflati numerele prime a, b, ¢ stiind ca a + b + abc = 168.
Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Bircii

2. Pe o tabla sunt scrise numerele: 2,5,6,7,8,9,10,13,31. Doi elevi au sters cate
patru numere de pe tabla si au remarcat ca suma numerelor sterse de primul
elev este de trei ori mai mica decat suma numerelor sterse de al doilea elev.
Ce numar a ramas scris pe tabla?

Costel Anghel, Bircii

3. Scrise in baza 10, numerele 4199 si 251009 au p, respectiv ¢ cifre. Aratati ca
p + g este produsul a doua numere prime.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

4. Se considera triunghiul isoscel ABC cu AB = AC si m(@) = 40°. Fie
AD inaltimea din A, D € (BC'). Perpendiculara dusa din B pe bisectoarea

unghiului DAB o intersecteaza pe aceasta in M si dreapta AD in N. Pe
semidreapta (BN consideram punctul P astfel incat CN = CP, N # P.

Determinati masura unghiului CAP.

Costel Anghel, Bircii

Clasa a Vll-a

1. Exista numere naturale n astfel incat m = \/n + v2010— \/n — /2010 € N?
Justificati raspunsul.
Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Bircii

2. Se considera numerele a, b, c € Z. Sa se arate cd A € Z, unde

a b c 1 1 1 3 -1
A= + + : + + - :
b+c c+a a+bd a+b b+c c+a a+b+c

Numerele a, b, c sunt alese astfel incat toate operatiile sa aiba sens.

Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Bircii
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3. Fie p > 5 un numar prim si n = p* + p8 +p'2 + ... + p8068 — 1537. Sa se
arate ca numarul n se divide cu 240.
Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

4. Fie ABCD un paralelogram si d o dreapta arbitrara care taie semidreptele
[AB si [CB in punctele M, respectiv N. Patru drepte paralele duse prin
varfurile A, B, C, D ale paralelogramului intersecteaza dreapta d in punctele
A', B, (', respectiv D'. Sa se arate ca:

(a) DD' = AA’ — BB’ + CC’, daca d intersecteaza [AB\ [AB], respectiv
CB\[CB;
(b) DD" = AA’ + BB' + CC’, daci d intersecteaza interioarele laturilor
(AB) si (BC).
Costel Anghel, Bircii

Clasa a Vlll-a

SUBIECTUL I (Pe foaia de examen se trec doar rezultatele)

1 1 1
1. Rezultatul calculului 3 + 3 + 5 este ....

2. Cel mai mare numar de forma 91z divizibil cu 7 este . ...

-1
3. Scrisa ca interval, multimea I = {x eERI-1< mT < 1} este [ =....

1
4. Perimetrul patratului cu diagonala de lungime — cm este egal cu ...cm.

V2

5. Un tetraedru regulat are suma tuturor muchiilor egald cu 36 cm. Aria totala

a tetraedrului este egald cu ...cm?2.

6. Lotul echipei de fotbal a scolii este format din 12 elevi. Numarul lor si
varstele corespunzatoare sunt inscrise in tabelul de mai jos:

Varsta (ani) | 10 11 12 13 14
Numar elevi | 2 3 4 2 1

Media aritmetica a varstelor elevilor din echipa de fotbal este egald cu . ...
SUBIECTUL al II-lea

1. Desenati, pe foaia de examen, un paralelipiped dreptunghic ABC DM N PQ).

V3 -3 1
2 V3+1

2. Calculati £ =1+
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3. Suma a patru numere naturale este 1026. Sa se afle numerele, stiind ca
suma primelor doua numere este 549, suma primelor trei este 911, iar suma
ultimelor trei este 796.

4. Se considera functia f: R - R, f(z) = ax + b, unde a,b € R.
(a) Aratatica f(1)+f(4)=f2)+ f(3).

(b) Pentru a = 2 si b = —4, reprezentati grafic functia f intr-un sistem de
axe ortogonale xQOy.

5. Se consider expresia E () = (x + 3)2+2 (x — 4) (z + 3) + (z — 4). Aratati
& E(z) = (22 — 1)2.

SUBIECTUL al ITI-lea

1. O masa de biliard are forma unui dreptunghi ABCD, in care AB = 18 dm
si AD =12 dm.
(a) Aflati aria dreptunghiului ABC'D.
(b) Daca P este mijlocul lui [BC], aflati perimetrul triunghiului ADP.

(¢) Din punctul M, mijlocul lui [AD], este lansata o bila care atinge latura
AB in N si apoi ajunge in C. Stiind ca <ANM = <CN B, aratati ca
m(<MNC) = 90°.

2. Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu baza ABCD. Latura bazei
este egald cu 12v/3 cm si apotema piramidei este egala cu 12 cm.

(a) Calculati volumul piramidei.

(b) Determinati masura unghiului facut de planul unei fete laterale cu
planul bazei.

(c) La ce distanta de A trebuie luat un punct P € (AV) astfel incat aria
triunghiului PDB sa fie minima?

SUBIECTUL al IV-lea

1. Fie a, b, c numere reale strict pozitive, care verifica relatia a? + b? + ¢? = 3.
1 1 3
> —.
a+bc+ b+ ca * c+ab — 2

Sa se demonstreze inegalitatea

2. Fie SABCD o piramida patrulatera regulata cu m(@) = 36°. In triunghiul
S BC, bisectoarea unghiului SBC' intersecteaza pe SC in M.

(a) Sa se arate ca AM LSC.
(b) In planul (SAC) construim AN LAS, N € SC. S& se arate ci triunghiul
BNS este isoscel.
Costel Anghel, Bircii
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Clasa a IX-a

1. Se considers functia f : R — R, f (z) = 2% — 2017 (22 — 2018).

(a) Calculati imaginea functiei f o f;
(b) Rezolvati in R ecuatia (fo fo...o f)(x) = 2018.
—

2017 de f

m 777] 44/2

5
2. Se considera x € [4, T astfel incat sin 2z = 5

(a) Calculati sin4x;

(b) Calculati sin 3x.

3. In planul triunghiului ABC' se considera punctele M, N, P si @) astfel incat
— 2
AM = 3A§, BN = gBZ%’, {P}=ANNCM si{Q}=BPAC.

(a) Aratati ca 9AN — AM = 61@;
.. 7
(b) Determinati numarul real p pentru care C@ =pCA.
4. Dorel detine 400 de actiuni pentru care are oferte de cumparare de la doua
societati, A si B. Pentru n actiuni (n € N), societatea A i ofera un pret egal
cu 2000n — n? lei, iar societatea B un pret egal cu 2000n — 2n? lei. Dorel

doreste sa vanda toate actiunile, prin cel mult cate o tranzactie cu fiecare
din cele doua societati.

(a) Daca se hotaraste sa vanda toate actiunile la o aceeasi societate, care
este pretul maxim pe care il poate obtine?

(b) Dar daca se hotaraste sa vanda actiuni catre ambele societati?

Stelian-Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

Clasa a X-a

1. Se considera functia f : C — C, f(z) =20z — 17z.

(a) Aratati ca functia f este inversabila si determinati inversa sa;

(b) Calculati (fofo...of)(1+4),unden €N, n>2.
n de f

C3o17 + 2C3517 +3C3y17 + ... +2017CH1T
Cor7 + Corr + Cour + -+ C17

(b) Aritati c& numirul 2017! se divide cu (1008!) si cu 673! - (672!)2.

2. (a) Aratati ca eN;
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3. Rezolvati ecuatiile:
(a) 3sinz —v/3cosx =6, x € [-3m,37);

1
(b) arcsin z + arccos 3=m ¢ eR.

4. Inaintea unui meci de tenis intre jucatorii A si B, un parior a selectat
urmatoarele doua oferte (la case de pariuri diferite):

e Varianta 1: cota 1,7 pentru pariul ,,castiga A” (adica daca pariorul
joaca (plateste) o suma S pentru aceasta oferta, atunci el va incasa
1,7- S daca jucatorul A castiga si nimic in caz contrar);

e Varianta 2: cota 2,5 pentru pariul ,,castiga B”.

Pariorul dispune de o suma de 1700 lei, pe care vrea sa o joace in totalitate
pe cele doua oferte.

(a) Ce sume trebuie sa joace pe fiecare dintre cele doua variante, pentru a
avea un profit sigur, indiferent de rezultatul meciului?
(b) Dar pentru ca acest profit sigur sa fie maxim? S& se determine si
valoarea profitului sigur maxim.
Se cunoaste ca orice meci de tenis are intotdeauna un unic castigator.

Stelian-Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

Clasa a Xl-a

, unde a,b € R.

0
1. Se considera matricea A = 1
0

N O
S N

(a) Aritati ca A(A? —413) = A? — 4I5;

(b) Calculati suma elementelor matricei A2017,

2. In reperul cartezian 2Oy se considerd punctele A(1, —-2), B(0,1), C(—2,0) si
D(m,n), unde m,n € N*.

(a) Fie d dreapta care trece prin punctul A si este paralela cu dreapta
BC(, iar h dreapta care trece prin punctul B si este perpendiculara pe
dreapta AC. Determinati coordonatele punctului de intersectie dintre
dreptele d si h.

(b) Aratati ca punctele A, B si D sunt varfurile unui triunghi si ca acest
triunghi nu este echilateral.
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3. Se considera functia f : D - R, f(z) = ax + 1+ Vbz? + cx + 2, unde

a,b,c € R, b > 0, iar D este domeniul maxim de definitie al functiei f.
Determinati parametrii a, b si ¢ astfel incat graficul functiei f sa admita axa
Oz drept asimptota spre 400, iar spre —oo o asimptota paraleld cu dreapta
de ecuatie 3z + 4y + 5 = 0.

. O societate comerciala produce si vinde ciment in doua regiuni, A si B. In

fiecare regiune societatea vinde doar ciment produs in acea regiune. Costurile
de fabricatie sunt de 0,24 lei/kg in regiunea A si de 0,22 lei/kg in regiunea B,
iar preturile de vanzare sunt de 0,3 lei/kg in regiunea A si de 0,27 lei/kg in
regiunea B. S-a constatat ca vanzarile sunt direct proportionale cu radicalul
sumelor investite in publicitate. Mai precis, vanzarile in regiunile A si B sunt
egale cu 5000/ kg, respectiv 8000,/y kg, unde z si y reprezinta sumele (in
lei) investite in publicitate in regiunile A, respectiv B. Cunoscand ca suma
totala alocata pentru publicitate este de 5000 lei, sa se determine cum trebuie
impartita aceasta suma pe cele doua regiuni astfel incat profitul firmei sa fie
maxim si sa se calculeze acest profit maxim.

Stelian-Corneliv Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

Clasa a Xll-a

1. Se considera matricea A(z) = <

SUBIECTUL I

. Se considera numarul complex z = (2+iv/2)3 + (2 —iv/2)%. Aritati ci z = Z.

. Se considera functia f : R — R, f(z) = 22 — 42 + 3. Aflati aria triunghiului

determinat de punctele de intersectie a graficului functiei f cu axele de
coordonate.

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2% (2% + 2) = 3.

. Care este probabilitatea ca, alegand la intamplare un element din multimea

{V/n|n € N, 3 <n <27}, acesta sa fie rational?

. In sistemul cartezian 20y se considers punctele A(2,2), B(—1,3) si C(1, —4).

Determinati ecuatia inaltimii din B a triunghiului ABC.

. Fie triunghiul ABC cu AB =3, AC = 4, BC = 4. Calculati AB - AC.

SUBIECTUL al II-lea

T

1 9
1 , unde z este un numar real.
-1 x

(a) Aratati ca aA(b) — bA(a) = (a — b)A(0), pentru orice a,b € R.
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(b) Sa se arate ca existd numerele naturale nenule m si n, astfel incat
det (A(1) + A(2) + ...+ A(2017)) = m? 4+ n?.

(¢) Determinati « real, pentru care det [A(z?) — I5] = det [A(2)]?.

2. Se considera polinomul f = X3 — 6X2 + 18X + m, unde m este un numar
real si fie x1, x2, 3 radacinile sale.

(a) Aflati catul si restul impartirii polinomului f la X + 1.

(b) Aratati ca <a:1 + x2> ($2 + x3> <a:3 + :m) -1
2 X1 r3 T2 r1 T3
1 1 1 1 1 1
(c) Aflati m € R, stiind ca ( + ) < + ) ( + > — 434,

Z2 x1 x3 Z2 T z3

SUBIECTUL al III-lea
1. Se considera functia f : R — R, f(z) = e?® + 2% + 2 + 1.
(a) Calculati lim Lf)
rx—+oo I
(b) Aratati ca functia f este convexa pe R.

(c) Aratati ca f(x) > 3z + 2, oricare ar fi = real.

. v . 1 *
2. Se considera functia f, : R = R, f,(z) = prrSEE n € N*.

(a) Aratati ca fol(fn(x) + fu(—2))dz = 1.
(b) Aritati ca fén\/ge”"fg(m)dx = %
(c) Aratati ca fol fa(2?)dx < %

Premiantii concursului au fost:

Clasa a V-a: Premiul I: Bolborea Radu (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina);
Premiul al II-lea: Tudorache Robert (Sc. Gimn. ,,Constantin Brancoveanu”,
Slatina); Premiul al IIl-lea: Dumitrescu Lucian (C.N. ,,Jon Minulescu”, Slatina).

Clasa a VI-a: Premiul I: Militaru Marius (C.N. ,,Jon Minulescu”, Slatina);
Premiul al II-lea: Deaconu Radu Andrei (Sc. Gimn. ,,Mihai Eminescu”, Pitesti);
Premiul al III-lea: Valu Andrei (L.P.S. Slatina).

Clasa a VII-a: Premiul I: Dobre Andreea (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina);
Premiul al II-lea: Margheanu Cristina (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina);
Premiul al III-lea: Stefanescu Anastasia (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina).

Clasa a VIII-a: Premiul I: Amza Cristina (L.P.S. Slatina); Premiul al II-lea:
Calinescu Daniel (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina), Gavrila Andrei (Sc.
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Gimn. ,,Constantin Brancoveanu”, Slatina); Premiul al I1I-lea:  Vadastreanu
Robert (Sc. Gimn. ,,Eugen Ionescu”, Slatina).

Clasa a IX-a: Premiul I: Ivana Alin Mihail (Liceul ,,Stefan Diaconescu”,
Potcoava); Premiul al II-lea: Zosin Mihai George (C.N. ;,Radu Greceanu”, Slatina);
Premiul al ITI-lea: Minescu Denisa (C.N. ,,Radu Greceanu”, Slatina).

Clasa a X-a: Premiul I: Mihdescu Andreea Madalina (C.N. ,,Jon Minulescu”,
Slatina); Premiul al II-lea: Pavel Andrei George (C.N. ,,Jon Minulescu”, Slatina);
Premiul al III-lea: Comandar Andrei Eugen (C.N. ,Ion Minulescu”, Slatina).

Clasa a XI-a: Premiul I: Velcea Ana Maria (Liceul ,,Stefan Diaconescu”,
Potcoava); Premiul al II-lea: Floreanu Julia Madalina (C.N. ;,Jon Minulescu”,
Slatina); Premiul al ITI-lea: Dumitrescu Valentin (C.N. ,Radu Greceanu”, Slatina).

Clasa a XII-a: Premiul I: Troana Valentina (Liceul Tehnologic ,,Constan-
tin Brancoveanu”, Scornicesti); Premiul al II-lea: Arapu Elena Luiza (Liceul
,,otefan Diaconescu”, Potcoava); Premiul al IIl-lea: Dumitra Elena Alexandra
(C.E. Ramnicu Valcea).

Doamna profesoara Ileana Marinescu-Ghemeci a acordat Premiul Special
Marinescu-Ghemeci Octavian elevilor Bolborea Radu (Sc. Gimn. ,,Eugen Io-
nescu”, Slatina), Militaru Marius (C.N. ,,Jon Minulescu”, Slatina), Ivana Alin
Mihail (Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava) si Velcea Ana Maria (Liceul ,,Stefan
Diaconescu”, Potcoava).



TESTE PENTRU EXAMENE

Teste pentru examenul de Evaluare Nationala

Costel ANGHEL ! si Florea BADEA?

Testul 1

SUBIECTUL I

1.5-040°+5%=...

2. Perimetrul triunghiului cu laturile 5 cm, 7 cm si 9 cm este egal cu .. ..

100
3. Numarul a din proportia 1% =3 este egal cu .. ..
4. Aria triunghiului cu laturile de 6 cm, 8 cm si 10 cm este ... cm?.

5. Apotema unui triunghi echilateral nscris intr-un cerc cu raza de 20 cm este
. cIm.

6. Media aritmetica ponderatda a numerelor 5, 7 si 10 cu ponderile 3, 4 si
respectiv 9 este .. ..

SUBIECTUL al II-lea

1. Desenati un cub ABCDM N PQ).
2. Fie functia f : (—o0,5] = R, f(z) =2z + 5.

(a) Reprezentati grafic functia.
(b) Determinati numerele naturale a stiind ca f(5a) + 15 > 60.
(c) Aflati aria triunghiului determinat de Ox, Oy si G.

3. Rezolvati ecuatia |5z — 2| = 18, z € R.

4. Rezolvati inecuatia (z +3)?+24 < (z—1)? =52 — 7,2z € R.

IProfesor, Colegiul National ,,Ion Minulescu”, Slatina, anghelcostel2012@yahoo.com
2Profesor, Scoala Gimnaziald ,,Nicolae Coculescu”, Scornicesti

7
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SUBIECTUL al Ill-lea

1. Fie ABCD un paralelogram, BD 1 AD, BD =24 cm si AB = 30 cm.

(a) Calculati perimetrul lui ABCD.
(b) Calculati lungimea diagonalei [AC] .
(c) Daca M este mijlocul lui [AB] si DM NCB = {E}, determinati Aapce.

2. Sectiunea axiala a unui trunchi de con circular drept este un trapez isoscel
cu diagonalele perpendiculare. Razele sunt direct proportionale cu 2 si 4, iar
diagonala trapezului este 241/2 cm.

(a) Calculati inaltimea trunchiului de con.
(b) Calculati aria totald a trunchiului de con.

(c) Calculati inaltimea conului din care provine trunchiul de con.
Testul 2

SUBIECTUL I

122433 -29=....
2. Media geometrica a numerelor 3 + V5 si3d— V5 este ... .
3. Volumul cubului cu diagonala 5v/3 cm este ... .

4. Un triunghi dreptunghic are un unghi de 45°. Daca o cateta are 12,5 cm
atunci inaltimea corespunzatoare ipotenuzei are lungimea de ... cm.

5. Suma numerelor intregi din intervalul [—3, 1;) este egala cu .. ..
6. Masura unui unghi al unui octogon regulat este egala cu ... .
SUBIECTUL al II-lea

1. Desenati un cilindru circular drept.

. Caleulati \/(5v/3 = 9)° + |5 — V3| + 8.

x
3. Aflati perechile de numere naturale (x,y) pentru care

[\)

+3 3
oy 42

W

. Fie functia f: R — R, f(z) = =5z + 10.

(a) Reprezentati grafic functia.
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(b) Determinati punctele de pe Gy avand coordonatele numere naturale.

(c) Aflati numarul real @ stiind ca A(2a;10) € Gy.
SUBIECTUL al IIl-lea

1. Se da triunghiul ABC' cu AB = AC =10 cm si cu un unghi de 45°.

(a) Calculati perimetrul AABC.
(b) Calculati aria AABC.
(c) Calculati lungimea inaltimii [AD], D € (BC).

2. Fie ABCA'B'C’" o prisma regulata cu AB = 12 m si aria laterala egala cu
360 m?. Calculati:

(a) Volumul prismei.
(b) Distanta dintre centrele de greutate ale triunghiurilor ABC' si AA'B.
(c) Distanta de la mijlocul N al muchiei [AA’] la planul (AB'C").

Testul 3

SUBIECTUL I

L 72018 720197 =

2. Multimea solutiilor ecuatiei 22 —3 =0, z € Z este ... .
3. Aria patratului cu diagonala de 5v/2 cm este ... cm?.
4. Perimetrul unui hexagon regulat cu apotema de 5 dm este ... dm.

5. Cel mai mic numar natural din intervalul [-20, 1) este .. ..

6. Numarul divizorilor naturali ai numarului 412 este egal cu ... .
SUBIECTUL al II-lea

1. Desenati un patrulater ortodiagonal M N PQ).

8
2. Media aritmetica a doua numere este 144 iar raportul lor este 10" Aflati

numerele.

3. O pereche de pantofi costa 400 lei. Dupa un timp, se ieftineste cu 25%, iar
mai apoi se scumpeste cu 20%.

(a) Aflati pretul dupa ieftinire.



80 Costel ANGHEL si Florea BADEA

(b) Aflati cu ce procent din pretul initial s-a micsorat pretul dupa cele doua

modificari succesive.
4. Fie functia f : R — R, f(z) = —bx + 2.

(a) Reprezentati grafic functia f.
(b) Aflati distanta de la punctul O(0,0) la graficul functiei f.

SUBIECTUL al Ill-lea

1. Fie ABC'D un trapez dreptunghic cu bazele AD = 3 cm si BC = 8 cm astfel
incat m(DMC') = 90°, unde M este mijlocul laturii [AB].

(a) Aflati M D si MC in functie de AB.
(b) Calculati aria trapezului.
(c) Aflati sin(B/C'b).

2. Fie ABCA'B'C’ o prism4 regulatd cu AB = 16 cm si AA’ = 12 cm si fie

MA 1
Me (A tfel iIncat —— = —.
€ (AQ) astfel inca A= 3

(a) Calculati aria totala a prismei.

(b) Calculati BM.
(c) Calculati tangenta unghiului format de dreapta B’ M cu planul (AB'C”).
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specializarea stiinte ale naturii

Mihai Florea DUMITRESCU'!

Testul 1

SUBIECTUL I

1—|—i+ ?
{ 1—14

1. Determinati partea reala a numarului complex z =

2. Aflati m € R, stiind ca functia f : R — R, f(z) = 22 — mz + m + 2 admite
un minim mai mare sau egal cu —1.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 27! =

4. Calculati probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar din multimea
{10,12,14,...,48}, acesta sa nu fie divizibil cu 3.

5. Intr-un sistem cartezian de axe se considers triunghiul ABC' cu varfurile
A(—3,0), B(3,0) si C'(0,3). Sa se afle coordonatele ortocentrului triunghiu-
lui ABC.

6. Calculati cos (3w — z), stiind ca tg (7 + ) = 3.
SUBIECTUL al II-lea

r—1 —=x

1. Se considera matricea A(z) = < r—1 —1

),undexER.

(a) Calculati det (A (2) - A(—2)).
(b) Aritati ¢& (. —1)2 - Ih=A(z) - [(# —2)- Lo — A(x)],Vz € R.
(¢) Determinati z € R, pentru care det [A (z) + A (z?)] = 0.

'Profesor, Liceul ,,Stefan Diaconescu”, Potcoava, florin14mihai@yahoo.com
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2. Se consider# polinomul f = X3 —aX2+11X —a, unde a € Rsi fie 71, x2, 73
radacinile sale.

(a) Determinati numarul real a, pentru care polinomul f se divide cu
polinomul X — 1.

(b) Determinati a € R, pentru care radacinile polinomului f verifica egali-
tatea 1 + x2 = x3.

(c) Aflati numerele reale a astfel incat are loc egalitatea

x% + x% + :U% +3= (3;‘11’2)2 + (.1‘11’3)2 + (x2x3)2 + 21 + 29 + 3.
SUBIECTUL al ITI-lea

1. Se considera functia f : R —- R, f(z) =z +1In (:c2 + 1).

G (v +1)
(a) Aratati ca f'(z) = PR

(b) Calculati 11)111 f(2).

, pentru orice x € R.

(c) Aratati ca functia f are doua puncte de inflexiune.

2. S idera functi :R—R = .
e considera functia f , [ () i1

(a) Calculati [ ¢* - f (z) da.
(b) Calculati folf(x) dx.

(c) Aratati ca fol f(x)dxr <In %

Testul 2
SUBIECTUL I
1. Suma primilor cinci termeni ai unei progresii aritmetice este egala cu 15.

Calculati termenul al treilea.

2. Fie functiile f,g: R = R, f(x) = 2? — 2 — 1 si g(x) = —2® + 4z — 4. Aflati
ordonatele punctelor de intersectie ale graficelor functiilor f si g.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log3 = — logs(z?) = 0.

4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar n din multimea {0,1,2,...,9},
acesta si fie solutie a ecuatiei n® — 6n2 + 11n — 6 = 0.
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5. Se considera triunghiul ABC si punctul M astfel incat AB = BIM. Stiind
zﬁ + M %‘ = 4, aflati lungimea vectorului Eg .

ca

6. Determinati numerele reale = € [0, 7], pentru care cos2z = 1 — sin? z.

SUBIECTUL al II-lea

1 =z
z 1 , unde x € R.
2 =2

1. Se considera matricea A(x) =

— =8

(a) Aflati numerele reale a pentru care det A(a) = 0.

(b) Determinati numerele reale z astfel incat produsul minorilor cores-
punzatori elementelor de pe diagonala principala a matricei A(z) sa fie
egal cu produsul minorilor corespunzatori elementelor de pe diagonala
secundara a acestei matrice.

1
(c) Rezolvati in M3(R) ecuatia A71(0) - X — AY(2) = §A*(O), unde matri-
cele B~!, Bt si B* reprezinta inversa, transpusa si respectiv adjuncta

matricei B.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa
1
THY = oy - (x+y)+8.

1

(a) Demonstrati ca z xy = Z(:U —4)(y — 4) + 4, pentru orice numere reale

T siy.
(b) Aratati cd multimea M = R — {4} este parte stabila a lui R in raport

cu legea de compozitie ,,*”.
(c) Rezolvati in multimea M = R — {4} ecuatia gxx * ... xz = x.

I I I N /s
de 2019 ori x

SUBIECTUL al Ill-lea

eCC

et —1°

1. Se considera functia f : (0;4+00) = R, f(z) =1In

(a) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei f.

e oo f@)— Q) 1
(b) Aratat:l ca iﬂ 237_1 = 7@

(c) Aratati ca functia f este convexa.
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2. Se considera functia f, : R = R, f, (z) =z (z+1)", n € N*.

(@A@mmiﬁﬁ@mm:%

1
b) Calculati ] ———dx.
(b) Calculati [ ) x

(c) Aflati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Oz a graficului
functiei g : [0,1] = R, g (x) = fn (x).

Testul 3

SUBIECTUL I

1. Si se determine numerele reale a si b, stiind ci a? + bi = T
—1

2. Aflati m € R stiind ca graficul functiei f: R = R, f (z) =22 —mz +m + 1
este tangent dreptei y = x.

3. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2% +4* —2.8% =0 .

4. Calculati probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar din multimea
{50,51,52,...,100}, acesta sa aiba exact trei divizori naturali.

5. In sistemul cartezian 20y se consideri punctele A(3,1) si B(—5, —3). Calculati
ecuatia mediatoarei segmentului [AB].

6. Rezolvati ecuatia sin (7 + x) + cos (7 —z) = 1, x € [0, 27].
SUBIECTUL al Il-lea

1. In sistemul cartezian Oy se considers punctele A(1,m), B(—1,m —1),
C (m —2,0), unde m € R.
(a) Determinati m € R, pentru care punctele A, B, C sunt coliniare.
(b) Pentru m = 1, scrieti ecuatia dreptei AB.

(c) Determinati m € R, pentru care aria triunghiului ABC este egala cu 3.
2. Consideram inelul (Zs,+, -).

(a) Calculati suma patratelor elementelor inversabile ale inelului.
3r4+3y=1

Y7 nye s
c+oy=14 YD

(b) Rezolvati sistemul {

(c) Aflati 23919 + 42919 unde (w0, yo) verifica sistemul de la punctul b).
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SUBIECTUL al Ill-lea

3
1. Se considera functia f : (0, +00) = R, f (z) = z\/x — B Inz.

(a) Ardtati ci f/(4) = %1

(b) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei f.
(c) Aratati ca e +1n27 < 30.

2"[]
2. Se considera functiile f : R — R, f(z) = e$+x2e—i—aﬁ+1 sig: R — R,
(2) 22 4+ 32+ 2
x) = .
g e+ 22 a1

2
(a) Aratati ca fol (er +22+ x4+ 1) g (z)dr = g

(b) Calculati fol (e +a?+a+ 1)2 < f(z) - g(z)dz.
(c) Aflati aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei h : [0,1] — R,
h(z) = f(x)+ g (z), axa Oz si dreptele de ecuatii z =0 si x = 1.



Teste pentru examenul de Bacalaureat,
specializarea matematica-informatica

Costel BALCAU!

Testul 1

SUBIECTUL I

1. Fie numerele a = logs 12 si x = logg 24. Exprimati x in functie de a.

2. Stiind ci z; si 29 sunt radicinile complexe ale ecuatiei 422 + 462 + 625 = 0,
calculati |z1| 4 |22] — |21 + 22

- s . . |22 +5 dr —1
3. Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia [ 3 ] =3 unde [a]
reprezinta partea Intreagd a numarului real a.
5 2018
4. Determinati numarul termenilor irationali ai dezvoltarii ERERL .

5. In reperul cartezian zOy se considers punctele A(2,—1), B(2,3), C(—1, —5)
si D(5,1). Fie d; dreapta care trece prin punctul C' si este perpendiculara pe
dreapta AB, iar dy dreapta care trece prin punctul D si este perpendiculara
pe dreapta d;. Determinati coordonatele punctului de intersectie dintre
dreptele d; si da.

2018
6. Calculati arcsin (sin ﬂ).

SUBIECTUL al II-lea

2 3 4 6
5 1 9 3

O~

S (1 5 8 9
1. Se considera permutarea o = < 6 7 3 4 ) € Sy.

a) Calculati o1

!Conf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, chalcau@yahoo.com
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100 = 5 nu are solutii in grupul (S, -).

2018}.

b) Demonstrati ca ecuatia =

¢) Determinati cardinalul mulimii {n € N*|n < 2018, 0" =0

2. Se considera polinomul f = X3 +4X — 8, cu radacinile z1, 22, 23 € C, si fie

. r1 T2 T3
expresia B = — + — + —.
T2 T3 T

a) Demonstrati ca exact una dintre radacinile x1, x2, x3 este reala.
b) Demonstrati cd E + FE = —3, unde E reprezinti conjugatul lui E.
c¢) Demonstrati c& E? +3FE + 10 = 0.

SUBIECTUL al IIl-lea

1. Se considera functia f: R — (0, 400), f(z) =
a) Demonstrati ca functia f este inversabila.

-1
b) Calculati lim m
" z—+oo Inzx
nen+ definit prin a, = £™(0), unde
) reprezint derivata de ordinul n a functiei f.

c) Studiati convergenta sirului (ay,)

N . x5 + 2z
2. Se considera functia f: R —- R, f(z) = o
2018
a) Calculati / f(z)dx.
—2018

221
b) Studiati monotonia functiei g : R = R, g(z) = / f(t)dt.
—1
3/2

c) Demonstrati ca functia f este inversabila si calculati / fY(z) da.

0

Testul 2

SUBIECTUL I

1. Calculati suma 3 +33+333 + ...+ 33...3.
2018 cifre

2. Fie x1 si a9 solutiile ecuatiei 22 + (2m + 1)z +m + 4 = 0, unde m este un
parametru real. Determinati m pentru care z1 = 2x2.



88 Costel BALCAU

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia (2 + v/3)* + (2 — v/3)* = 14.

4. Calculati probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar din multimea
numerelor naturale de trei cifre, acesta sa fie divizibil cu 18, dar sa nu fie
divizibil cu 12.

ﬁ—i—zﬁ—&-ﬁ—i—ﬁ—i—ﬁ

5. Fie hexagonul regulat ABCDEF. Calculati
stiind ca AD = 6.

)

6. Se considera triunghiul ABC, cu AB = 26, BC' = 28 si C'A = 30. Calculati
lungimile inaltimii, medianei si bisectoarei duse din varful A.

SUBIECTUL al II-lea

b
1. Se considera multimea M = {( % 3 > ‘a,b € Z4} C Ma(Zy).

a) Calculati probabilitatea ca, alegand la intamplare o matrice din multimea
M, aceasta sa fie inversabila.

b) Demonstrati cd dacd X € M astfel incat X? € M, atunci X2 = X.

~ o~

c) Cate solutii X € My(Z4) are ecuatia ( 51)’\ /Z\ > X = < 51)’\ ; >?

2. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie
roy=2axr+2ay —axy —1, Vz,y € R,unde a € R.

a) Determinati a € R pentru care legea ,,0” are element neutru.

3
b) Pentru a = —, demonstrati ca (R \ {2}, 0) este un grup abelian izomorf

cu grupul (R*,-).

3 .
c¢) Pentru a = 7 calculati 404 0...04.
T N — e’
de 2018 ori 4

SUBIECTUL al IIl-lea

zln|z|, dacad z #0

1. Se considera functia f : R = R, f(x) = { 0 dack 7 — 0 °

a) Determinati domeniul de derivabilitate al functiei f.

b) Determinati punctele de extrem local si punctele de inflexiune ale
functiei f.

c¢) Determinati m € R pentru care ecuatia f(z) = m are exact doua solutii
reale.
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zlnl|z|, dacd z #0

o unde
a, dacaz =0 "

2. Se considera functia f : R — R, f(x) = {
a €R.
a) Determinati a € R pentru care functia f are primitive si, in acest caz,
calculati primitiva F' a functiei f pentru care F'(0) = 0.

b) Determinati a € R pentru care functia f este integrabild pe intervalul

(&
[—1,¢€] si, in acest caz, calculati /f(:c) dx.

-1

m
c¢) Pentru a = g, calculati /sin f(z)dx.

-7
Testul 3

SUBIECTUL I

2n+1

1. Demonstrati ca sirul (a definit prin a, = ——
! : ( n)nzo p n 3n 1+ 2

este monoton si
marginit.

2. Determinati distanta dintre axele de simetrie ale graficelor functiilor
fR=R, f(z)=—22+4r-3sig: R =R, g(x) =222 + 62 — 8.

. . . . 1
3. Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia arcsin x + arccos 3=

4. Fie M multimea functiilor definite pe A = {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} cu
valori in B = {—2,—1,0,1,2,3}. Calculati probabilitatea ca, alegand la
intamplare o functie din multimea M, aceasta sa nu fie nici para, nici
impara.

5. In reperul cartezian Oy se considers punctele A(5,5), B(—2, —2) si C(5, —3).
Determinati coordonatele centrului cercului circumscris triunghiului ABC.

6. Ordonati crescator numerele sin 1, sin 2, sin 3.
SUBIECTUL al II-lea

1. Se considera matricea A = ( f \33 )

L ) o ¢ osint
a) Determinati r > 0 si t € [0, 27) astfel incat A =r ( cost sin )

—sint cost
b) Calculati A%018,
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c¢) Demonstrati ca 6A~1 # /3 - A", pentru orice n € N*.
2. Se considera a,b € R si polinomul f = aX40 4+ X2 + 10.

a) Calculati restul impartirii lui f la (X — 1)(X — 2), stiind c& restul
impartirii lui f la X — 1 este egal cu 2, iar restul impartirii lui f la
X — 2 este egal cu 3.

b) Determinati a si b, stiind ci f este divizibil cu X? —2X + 1.

c¢) Pentru valorile lui a si b determinate la punctul b), calculati suma

coeficientilor polinomului g, unde g este catul impartirii polinomului f
la X2 —2X +1.

SUBIECTUL al IIl-lea

1. Se considerd functia f : R = R, f(z) = vz —sinz.

a) Determinati punctele de intersectie a graficului functiei f cu axele de
coordonate.

b) Demonstrati ca exista o infinitate de puncte situate pe graficul functiei
f in care tangenta la graficul functiei f este paralela cu axa Oz.

c) Demonstrati ca functia f este inversabila si determinati domeniile de
derivabilitate ale functiilor f si f~!.
2. Se considera numarul real a, a > 0 si sirurile (I,)nen si (Jn)nen, definite
3
1
rin I, = [ ———— dz, J, = a"1,, oricare ar fi n € N.
PI In / (z2 1 16)" " m "
0

a) Calculati Iy, I si Io.

b) Demonstrati ca 32nl,41 = (2n — 1)1, + oricare ar fi n € N.

52n )

c) Studiati convergenta sirului (J,,)nen, In functie de a.
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PROBLEME PENTRU CONCURSURI

Rezolvarea problemelor din numarul anterior

Clasa a V-a

MGO 1. Se considera un sir format din 100 de cartonase albe si 100 de cartonase
rosii. Sa se arate ca, pentru orice ordine a cartonaselor, exista 100 de cartonase
consecutive care sunt jumatate albe si jumatate rosii.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

Solutie. Pentru orice subsir de 100 de cartonase consecutive, notam cu a numarul
de cartonase albe si cu r numarul de cartonase rosii. Evident, a +r = 100. Pentru
subsirul format din primele 100 de cartonase avem 100+a—r = 1004+a; —r; = 2k,
unde k € {0,1,2,...,100}, iar pentru subgirul format din ultimele 100 de cartonase
avem 100 4+ a — r = 200 — 2k (deoarece raman a’ = 100 — a; cartonase albe si
r’ = 100 — r; cartonase rosii). Cum la fiecare deplasare a subsirului valoarea
100 + @ — r creste sau scade cu 2 sau ramane constanta, rezulta ca aceasta devine
la un moment dat egala cu 100, deci in acel moment vom avea a = r.

Remarcam ca putem lucra direct cu numere negative inlocuind expresia 100 +
a —r cu diferenta a — r, care are initial valoarea a; —r; = 2m, creste sau scade cu
2 sau raméane constanta, iar la final are valoarea r; — a3 = —2m, deci devine la un
moment dat egala cu 0.

MGO 2. Aratati ca numerele N (k,n) =444...4777...7333...3 sunt numere
k—cifre n—cifre k—cifre
naturale compuse, unde k,n € N*,

Costel Anghel, Slatina

Solutie. Putem rescrie N (k,n) = 444...4444...4000...0+333...3333...3 =

S——
k cifre n cifre k cifre n cifre k cifre
4-111...1-10F +3-111...1 =111...1(4-10* + 3).
—_— —_—— ==
k+n cifre k+n cifre k+n cifre

MGO 3. Aratati ca exista 2017 numere naturale consecutive astfel incat niciunul
dintre ele nu este numar prim. Generalizare.

Florea Badea, Scornicesti
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Solutie. Fie N =1-2-3-...-2018 (produs care se noteaza cu 2018! si se numeste
2018-factorial). Atunci numerele N+2, N+3, ..., N 42018 sunt compuse, deoarece
se divid cu 2,3, ..., respectiv 2018.

Generalizarea este evidenta: pentru orice numar n € N*, existd n numere
naturale consecutive astfel incat niciunul dintre ele nu este numar prim.

MGO 4. a) Ardtati ca 22400 4 31200 5 7800 4 o

— 22400 4 31200 _ 7800

b) Aratati ca numarul A — 2 este multiplu de 14.

Daniela Nadia Taclit, Slatina
Solutie. a) 22100 = 8800 5 7800 ;. 31200 5 o

b) Evident, A este num#r par. Avem si A = 8800 4 729200 _ 7800 _ o —
(74 1)800 4 (7104 + 1)200 — 7800 — 2 = M7+ 1+ M7+ 1+ M7—2=MT.

MGO 5. Aratati ca numarul n = 17", unde m este un numar natural nenul, se
poate scrie ca o sumd de doud patrate perfecte.

* 3k 3k

Solutie. Daci m = 2k+1, atunci n = 172617 = 1726(42412) = (175 . 4)" + (17%)%.
Daci m = 2k, atunci n = 17262 . 172 — 1726-2(152 4 §%) = (17%71.15)% +
(17h1.8)%

Clasa a Vl-a

MGO 6. Se considera numarul a = 123...9101112...2017.
a) Cate cifre are numdrul a?

b) Din numarul a se elimina 6300 de cifre astfel incat numarul ramas sa fie
cat mai mare posibil. Determinati numarul ramas.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti
Solutie. a) Numarul de cifre ale lui a este 9+ 2-90 + 3 -900 + 4 - 1018 = 6961.

b) Numarul de cifre egale cu 9 ale lui a, adica din sirul 1,2,3,...,2017, este
201 (unitati) +20 - 10 (sute) + 2 - 100 (mii) = 601. Astfel numarul de cifre diferite
de 9 din a este 6961 — 601 = 6360, deci nu le putem elimina pe toate. Dupa
ultima cifra de 9 din a avem 20102011...2017, adica 32 de cifre diferite de 9,
deci 1naintea sa avem 6360 — 32 = 6328 de cifre diferite de 9, deci nu le putem
elimina pe toate. Dupa penultima cifra de 9 din a avem 20002001 ...2017, adica
71 de cifre diferite de 9, deci Inaintea sa avem 6360 — 71 = 6289 de cifre diferite
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de 9, deci le eliminam pe toate, raman 600 de cifre 9 si mai avem de eliminat
11 cifre din portiunea b = 20002001 ...2017. Cea mai mare cifra din primele 12
ale lui b este 2, aceasta ramane si mai avem de eliminat 11 cifre din portiunea
c = 0002001...2017. Cea mai mare cifra din primele 12 ale lui ¢ este 2, aceasta
ramane, eliminam cifrele 000 din fata ei si mai avem de eliminat 8 cifre din
portiunea d = 0012002 ...2017. Cea mai mare cifra din primele 9 ale lui d este 2,
aceasta ramane, eliminam cifrele 001 din fata ei si mai avem de eliminat 5 cifre din
portiunea e = 0022003 ...2017. Continuand acest procedeu obtinem ca numarul
maxim cerut este 99...92222320042005...2017.

600 cifre

MGO 7. Sa se arate ca numarul N = 1234500...06789 nu este divizibil cu 7.
—

2017 ori
Generalizare. (Enunt modificat.)

Costel Anghel, Slatina

Solutie. Avem 12345 = 7 - 1763 + 4 si 67890 = 7 - 9698 + 4, deci 10N =
1234100...067886 +400...04. Cum 7|12341 si 7|67886, ramane de demonstrat
—— —— ;

2017 ori 2021 ori .
ca 400...04 nu se divide cu 7. Intr-adevar, avem 400...04 =4 (102022 + 1) =
S~—— ~——
2021 ori 2021 ori

4(100097 +1) =4 [(MT7 = 1) + 1] =4(MT+141) = MT+ 1.

Analog se obtine urmatoarea generalizare: numarul N = 1234500...06789
~
n ori1
este divizibil cu 7 daca si numai daca n = 6k +4, k € N.
MGO 8. Determinati cate numere naturale se pot scrie, in baza 10, sub forma

20y + y0x + 20z + 27.

Liviu Chirimbu, Bucuresti
Solutie. Fie a = 20y + y0x + z0x + 27 = 2122 + 101y + 7, z,y € {1,2,...,9}.
Cum z si y iau fiecare cate 9 valori, rezulta ca exista cel mult 81 de numere a
de forma data. Aratam ca fiecare astfel de numér a se poate scrie In mod unic
sub forma data. Intr-adevar, daca a = 212x + 101y + 7 = 212z 4+ 101t + 7, cu
z,y,z,t€{1,2,...,9}, atunci 212(x — z) = 101(t — y). Cum 212 si 101 sunt prime
intre ele, rezulta ca 101|z — z. Dar —8 <z — 2 <8, deci x — z = 0 si astfel z = z
si y = t. In concluzie, exista 81 de numere naturale de forma data.

AM
MGO 9. Fie M € [AB] astfel incat VB~ k. Aratati ca oricare ar fi punctul
N € [AB] avem (k+1)MN = |AN — kBN|.
George Mihai, Slatina

Solutie. Daca N € [AM], atunci |AN — kBN| =|AM — MN — k(MB + MN)| =
|kMB — MN —k(MB+ MN)|=|-(k+1)MN|= (k+1)MN.

Daci N € (MB], atunci |[AN — kBN| = |AM + MN — k(MB — MN)| =
|kMB+ MN — k(MB— MN)|=|(k+1)MN|=(k+1)MN.
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MGO 10. Fie ABC un triunghi echilateral. Aratati ca in planul acestui triunghi
existd un unic punct S astfel incit <ASB = <BSC = <CSA.

%k %k

Solutie. Fie S un punct din plan astfel incat <ASB = <BSC = <CSA. Rezulta
ca <ASB, <BSC si <CSA sunt unghiuri in jurul punctului S, deci S este situat
in interiorul triunghiului ABC si m(<ASB) = m(<BSC) = m(<CSA) = 120°.
Notand m(<tSAB) = =z, deducem ca m(<tSBA) = 60° — z, m(<SBC) = z,
m(<1SCB) = 60° —z, m(<SCA) =z, m(<SAC) = 60° — x. Rezultd cd AASB =
ABSC = ACSA (cazul U.L.U.), deci [SA] = [SB] = [SC], adica S este centrul
cercului circumscris triunghiului ABC'. Reciproc, triunghiul ABC' fiind echilateral,
acest centru indeplineste congruentele din enunt.

Mentionam ca proprietatea din enunt este valabila in orice triunghi ABC' cu
masurile unghiurilor strict mai mici decat 120°, punctul S numindu-se punctul
Torricelli-Fermat (https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat_point) al triunghiului
ABC. De asemenea, el este unicul punct din plan cu proprietatea ca suma
SA+SB+ SC este minima, fiind astfel numit si punctul Steiner pentru punctele A,
B si C (https://en.wikipedia.org/wiki/Steiner_tree_problem). Evident, acest
punct este centrul cercului circumscris doar in triunghiul echilateral.

Clasa a Vll-a

MGO 11. Se considerd suma S = 12-23.324+922.33.42 4 4+20162-20173-20182.

Sa se arate ca S se divide cu 72, iar numarul = este un patrat perfect.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

Solutie. Deoarece (n + 2)2 — (n — 2)? = 8n, avem 8(n - 1)2n3(n + 1) =
(n—1)*2(n+1)2(n+2)? — (n — 2)%(n — 1)*2%(n + 1)%. Insuménd obtinem

16 - 2017 - 2019 2
85 = 20162 - 20172 - 20182 - 20192, deci % = <20 6-20 ; 2018 20 9) )

MGO 12. Se considera un patrat ABCD si punctele M € [AB] si N € [AD]
astfel incat m (<M CN) = 45°. Sa se arate ca:

a) MN = MB + ND.

b) (1+A£> <1+Zg> = 2.

Costel Anghel, Slatina


https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat_point
https://en.wikipedia.org/wiki/Steiner_tree_problem
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Solutie. a) Fie P € [MN] ai. m(<MCP) = m(<MCB), deci si m(<NCP) =
m(<INCD) Fie MP, L CP si NP, 1L CP, P,,P, € CP. Avem ANCP/M =
ACBM si ACPoN = ACDN (cazul 1.U.), deci CP; = CB = CD = CP,, de
unde rezulta ca P, = P, = P. Folosind congruentele anterioare, deducem ca
MN=MP+NP=MP,+ NP,=MB+ ND.

b) Notand AB =1, MB = z si ND = y, conform punctului a) avem MN =
x+y. Aplicand Teorema lui Pitagora in AM AN avem (x+1v)? = (I—2)?+(1—y)?,
de unde Iz + ly + zy = 12, adica (I + z)(I + y) = 2. impér‘gind prin {2 obtinem
egalitatea din enunt.

MGO 13. Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia

3% — 22xy + 24y% = 17.
Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava
Solutie. Avem 3z% — 222y + 24y® = 322 — 18zy — 4ay + 24y? = 3z(x — 6y) —
dy(x — 6y) = (= — 6y)(3x — 4y), deci ecuatia devine (x — 6y)(3z — 4y) = 17.
Obtinem (x—6y, 3x—4y) € {(1,17),(17,1), (-1, -17),(—17,—1)}, de unde (z,y) €
{(77 1)7 <_77 _1>}

MGO 14. Sa se determine numarul elementelor multimii

2
A= w‘neN,ngmn .
n2 41

Valentin Radulescu, Scornicesti

Solutie. Determinam perechile de numere naturale (m,n), 0 < m < n < 2017,

m2—m+4_n2—n—|—4 m—3

entru care = . Egalitatea devine, succesiv: ——— =
P m2 41 n?+1 & ’ m2 +1

-3
:27_1_1; mn? +m — 3n% = m*n +n —3m? (n —m)(mn —3m —3n — 1) = 0;
(n —m)[(m — 3)(n —3) — 10] = 0, cu solutiile (m,n) € {(4,13),(5,8)}. Deci
card (A) = 2018 — 2 = 2016.

MGO 15. Fie M un punct in interiorul triunghiului echilateral ABC. Daca P,
Q si R sunt picioarele perpendicularelor duse din M pe [AB], [BC| respectiv [AC],
aratati ca:

a) AP? + BQ? + CR?> = BP? + CQ? + AR?.
b) AP-BQ+ AP -CR+BQ-CR=BP-CQ+ BP-AR+CQ - AR.

* ok ok
Solutie. a) Aplicand Teorema lui Pitagora avem AP? + BQ? + CR* = M A? +
MB2 4 MC? — MP? — MQ? — MR? = BP? + CQ> + AR2.

b) Folosind punctul a) obtinem 0 = AP? — BP?+ BQ* - CQ?+ CR? - AR? =
AB(AP —BP+BQ —-CQ+CR— AR), deci AP+ BQ+CR=BP+CQ+ AR.
Prin ridicare la patrat si utilizand punctul a), se obtine egalitatea din enunt.
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Clasa a Vlll-a

MGO 16. a) Determinati cel mai mare numar intreg n cu proprietatea ca expresia
a?b?c?(a? — b2) (b2 — c2)(c® — a?) se divide cu n pentru orice numere intregi a, b, c.
b) Aceeasi cerintd pentru expresia a3b3c(a® — b3) (b3 — ¢3)(c® — a?).

Costel Anghel, Slatina si Costel Balcau, Pitesti
Solutie. a) Notand cu E(a, b, c) expresia din enunt, avem F(1,2,3) =2°.33.5 =
4320. Pentru a demonstra ca n = 4320 este numarul cerut, este suficient sa aratam
cia E(a,b,c) se divide cu 4320, Va,b,c € Z. Evident, a?,b% ¢? € {M4, M8 + 1}.
Daci a?,b? € {M4} (sau cazurile analoage), atunci a?b?(a? — b?) = M32; daca
a? € {M4} si b2, c® € {M8+1} (sau cazurile analoage), atunci a?(b? — c?) = M32;
daci a?,b%, c? € {M8+1}, atunci (a® —b?)(b* — ?)(c? — a?) = M32; deci E(a, b, c)
se divide cu 32, Ya, b, ¢ € Z. Similar, deoarece a?, b?, > € {M9, M3+1} se deduce
ca E(a,b,c) se divide cu 27, iar deoarece a?,b%, c? € {M5, M5 + 1} se deduce ca
E(a,b,c) se divide si cu 5.

b) Notand cu F(a,b,c) expresia din enunt, avem F(1,2,3) =2%.33.7.13-19,
iar F(1,2,4) = 2'2.32. 73 Cum cel mai mare divizor comun al acestor doui
numere este 2 - 32 . 7 = 1008, pentru a demonstra ca n = 1008 este numirul
cerut, este suficient sa aratam ca E(a,b,c) se divide cu 1008, adica cu 16, cu 9
sicu 7, Va,b,c € Z. Aceste divizibilitati se obtin similar celor aratate la punctul
a), utilizand acum relatiile a3, b3, ¢3 € {M8, M4 41}, a3,b3, ¢ € {M9, M9 £ 1},
respectiv a®,b3, ¢ € {MT7, M7 £1}.

MGO 17. Intr-o piramida triunghiulard requlata distanta de la centrul bazei la
una din fetele laterale este egald cu 10 dm, iar masura unghiului diedru dintre baza
st o fata laterala este egala cu 30°. Calculati:

a) Aria laterald si volumul piramidei;

b) Distanta de la centrul bazei la ortocentrul unei fete laterale.
Florea Badea, Scornicesti

Solutie. a) Fie VABC piramida data, O centrul bazei, M mijlocul lui [AB] si
OP L VM, P e (VM). Avem OP = 1 m si m(<VMO) = 30°. Din AOPM
rezultd c& PM = /3 m si OM =2 m, deci CM = 6 m si AB = 44/3 m, iar din
AVOM rezults cd VO = 22 m si VM = 23 m. Se obtine ¢ A; = 24 m? si
V=8 md.

b) Fie H ortocentrul AVAB. Deoarece VM < VA = VB, rezultd ca
m(<AVB) > 90° si astfel V. € (HM). Folosind asemanarea dintre AHM B si
NAMYV (cazul U.U.), se obtine c& HM = 3v/3 m, deci HP = HM —PM = 2v/3 m.
Aplicand Teorema lui Pitagora in AOPH rezulta ca OH = \VOP2+ HP? =
V13 m.
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— >
x

Aurel Chirita, Slatina si Lucian Tutescu, Craiova

1

MGO 18. Determinati x € R* astfel incat min { x|, x — ‘
x

1
Solutie. x € R* verifica inegalitatea data daca si numai daca |z| > |z — —| si

x

2

1 1 1 1
>:1:' Dar |z| > x@m2><x> 2> -2+ 5 &

x x x x

1— 227 1
5 <O<:>:c€(—oo, ?)U(‘f,+oo>zfl,1ar>m‘<:>2>

x x x

1\* 1 1
(:c—) ®p>x2—2+?®x2—2<0,x#O@xe(—ﬂ,\/ﬁ)\{O}:B.
Solutia problemei este z € AN B, adica z € <—\/§, —@) U (g, \/§>

MGO 19. Se considera cubul ABCDA'B'C'D" si punctele M € (A'D’),
N € (D'C’) si P € (BC) astfel incit AM = MD', ND' =2NC" si PC = 3PB.
Stiind ca AB = a, determinati:

a) Distanta de la punctul D" la planul (M NP);
b) Sinusul unghiului dintre planele (ABC) si (M NP).
Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava
Solutie. a) Fie PP'|BB’, P' € (B'C")si P’Q L MN, Q € MN. Avem Aynp =
Aapop — Aup N — Ancrpr — Aamp g = C§7 iar MN = v D'M?2 + D'N? =

5 2- y 4 V4l
g’ deci P'Q = # = Ea‘ Rezulta ca PQ = /PP? + P'Q? = a -
Aynp-d(D',(MNP))  Aypn - PP

3 3
Aupn PP D'M-D'N-PP 2a/41

Avnp N MN - PQ 41

b) sin (< ((ABC), (MNP))) = sin (< ((A'B'C"),(MNP))) = sin («<P'QP) =
PP’ 541
PQ 41

,deci d(D',(MNP)) =

Avem Vprynp =

MGO 20. Dacd a,b,c >0 si a®+b*+c? = 1, demonstrati cd are loc inegalitatea
1 . 1 n 1 < 1
a+b a+c b+c 2abc
Florin Stanescu, Gaesti

2ab 2 2b
Solutie. Utilizand inegalitati uzuale avem D ¢ + 2 + ‘a

; ; a+b a+c b+c -
@t 'c+a;rc-b+ ;Lc-a:ab+ac+bc§a2+b2+02:1,de unde, impartind

prin 2abe, obtinem inegalitatea din enunt.
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Clasa a IX-a

MGO 21. Rezolvati in R x R ecuatia (2% — 3z +3)(y? + 5y +7) = 3(x — 2)(y + 3).
Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

Solutia 1. Cum z = 2 nu convine, ecuatia poate fi rescrisa sub forma f(z) = g(y),

2-3z+3 3y+9
undef:R\{2}—>R,f(x):%,iarg:R—)R,g(y)— vt
x_

P2+ 5y + T
Avem Im f = (—o00,—1] U [3,00) si Img = [—1, 3]. Rezulta ca f(z) =g(y) = —1
sSau f($) = g(y) = 37 deci (x,y) € {(17 _4)7 (3’ _2)}

Solutia 2 (Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin). Notand 2 —2 =a siy+3 = b,
ecuatia este echivalenta cu (a?+a+1)(b%2—b+1) = 3ab. Daci ab < 0, clar nu avem

1 1
solutii. Cazul 1: a,b > 0. Obtinem echivalenta <a + -+ 1) (b—{— 7 1> = 3.
a

1
Fiea+—-=u+2s5i b+5 =v+2. Clar, u,v > 0 si ecuatia devine uv +u+3v =0,
a

deci u = v =0, prin urmare a = b =1, de unde x = 3, y = —2. Cazul 2: a,b < 0.
Analog ca in Cazul 1 obtinem a =b= —1,deunde z =1, y = —4.

MGO 22. Aratati ca in orice triunghi ascutitunghic ABC are loc inegalitatea

2(a+ b+ ¢) Vcos Acos BcosC < Vbecos A+ Veacos B + VabcosC
(notatiile fiind cele obisnuite).

Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin si Cristinel Mortici, Targoviste

Solutie. Fie Vbccos A = z, Veacos B = y, VabcosC = z. Conform Teore-
mei cosinusului, \/y>+ 22 = a, V22 4+ 22 = b, Va2 +y? = ¢, deci cos A =
2 2 2
T Yy z

[\
~—

,cos B = ,cosC =
V@) ) V@ A2+ ) NOEEIEEE:
Astfel, inegalitatea din enunt este echivalenta cu

1 . 1 n 1 <x+y—i—z
V2?2 VP ) V@)@ ) T 2oy

1 1
Utilizand Inegalitatea mediilor avem < =

VE )2 +22) T/ (2ay)(2y2)
NG LTtz 1 cyte 1

si, analog, < , <
Zeye ez TR et A )@ )

z+y . . . . . -
1 y) iar prin adunare obtinem inegalitatea dorita.
TYZ
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MGO 23. Fiea,b,c,d >0 si e > 2. Demonstrati ca

a + b . c n d < e+1
ea+b eb+c ec+d ed+a e
Daniel Jinga, Pitesti

Solutie. Fara a restrange generalitatea, fixam e > 2 si presupunem ca d =

c . d 1 . . o
< si < —, deci este suficient sa
ec+d ect+a = ed+a e
a b c o1 1 1
+ + <1, adica + + <1, unde
ea+b eb+c ec+a e+ ed+y e+z

max{a,b,c,d}. Atunci

aratam ca

S|

a . . NSV
r=—,y=-,2=—,2,9,2>0si zyz =1. Cum e > 2, este suficient sa aratam
c

a

1 1

ca + + < 1. Efectuand calculele, inegalitatea anterioara devine
24z 24y 2+z

xy + 2z + yz + xyz > 4. Aceasta inegalitate este adevarata, deoarece zyz =1 si,
conform Inegalitatii mediilor, xy + xz + yz > 3.

O

MGO 24. Calculat
max {abe(1 + a®)(1 4+ b%)(1 + ¢?) | a,b,c € [0,4+0), a+b+c=3}.
Florin Stanescu, Gaesti

Solutie. Fie a,b,c > 0 al. a+ b+ c = 3. Utilizand Inegalitatea mediilor
22a(1 4+ a?) - 2b(1 + b?) - 2¢(1 + %) <

1 (2a+1+a2)2 <2b+1+b2>2 (2c+1+02>2 = L+ a1+ b1+ <

col

avem abe(1 + a?)(1 + v*)(1 + ¢2) =

8 2 2 2 83
4
1|/ 1+b+1 3 1
] <( rat ; Tl C) =% 212 = 8, iar inegalititile devin egalitati

daca si numai daca @ = b = ¢ = 1. Deci valoarea maxima ceruta este egala cu 8.

MGO 25. Fie paralelogramul ABCD cu AB =4, DB =3 si BC = 2. Fie G
centrul de greutate al triunghiului ABD, I centrul cercului inscris in triunghiul
DBC, iar P simetricul lui I fata de un punct M de pe dreapta BC. Determinati
pozitia punctului M astfel incat punctele P, I si G sa fie coliniare.

Daniela Nadia Taclit, Slatina

Solutie. Cum I, M, P sunt coliniare, rezulta ca P, I, G sunt coliniare daca si numai

M
daca M, I, G sunt coliniare. Fie k = Z‘B’ deci W = —k@ si ]\ﬁ =(1- k)C@

Obtinem ci M1 = % (4MB +3MC +2MD) = % (= OK)CB + 20_15} si

MG = é (MA + MB + MD) = % [(2 - 3k:)6@ + 2@] Avem echivalentele:

P, I,G sunt coliniare < M,I,G sunt coliniare < m , M (3 sunt coliniari <
4—-9k 2 1 CB 2
——=—-Sk=-Me(CB),CM=—=-.
2—ak 2 Tk eMeCD) 3 3
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Clasa a X-a

MGO 26. Intr-o tribund a unui stadion sunt 20000 de spectatori st 20000 de
veste, unele albe si celelalte rosii. Fiecare spectator imbraca o vesta, obtinandu-se
astfel o imagine a tribunei, numitd coregrafie.

a) Cdte veste de fiecare culoare trebuie sa fie pentru ca numarul de coregrafii
ce pot fi realizate sa fie maxim?

b) Dar daca vestele sunt de trei culori: albe, rosii si negre?
Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

Solutie. a) Notand cu a numarul de veste albe, numarul de coregrafii este egal cu
CSo00- Acest numar este maxim pentru a = 10000, adica pentru 10000 de veste
albe si 10000 de veste rosii.

b) Notand cu a, r si n numerele de veste albe, rosii si respectiv negre, unde
20000!
alrin!
numar multinomial). Demonstram ca numarul N (a,r,n) este maxim cand termenii
a, r si n sunt cat mai apropiati posibil, adica daca si numai daca diferenta
max{a,r,n} — min{a,r,n} este minima, in cazul nostru egala cu 1. Intr-adevar,
dacd N(a,r,n) ar fi maxim, dar max{a,r,n} — min{a,r,n} > 2, presupunand,
de exemplu, cd max{a,r,n} = a si min{a,r,n} = n avem a +n = 20000 — r
20000!
si N(a—1,rn+1) = CERICES = C0000C50000—r > C50000C50000—r =

20000!
alrin!

pentru (a,r,n) € {(6667,6666,6666), (6666, 6667, 6666), (6666, 6666, 6667)}

a+ r+n = 20000, numarul de coregrafii este egal cu N(a,r,n) = (numit

= N(a,r,n), contradictie. In concluzie, numarul de coregrafii este maxim

MGO 27. Daca a,b,c € (0,00), atunci are loc inegalitatea:

1+1+1+ 2 S 11
ab  be a?+b2+c?2 " ab+bc+ca’

Costel Anghel, Slatina

Solutie. Conform Inegalititii Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem (a + b+ c)? <

a? v a? b P
(ab + be + ca) ((w—i-l)c—l-m) si(a+b+c)? < (ca+ab+ be) < +—b+ bc>

2 2
deci (0HbHAT _a 9+£Siw§9+%,. Prin adunare

ab + bc+ ca b2 c ’ ab+bc+ca c a b
1 1
obtinem 2 - latbtc) < (ab + bc + ca) + — + — 3, de unde rezulta
’ ab + bc + ca b be

111 3 (a+b+c)?
Bl E .
awt c+ca_ab—|-bc—|—ca (ab + be + ca)?

. Prin urmare este suficient
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o o . (a+0b+c)? 2 8 .

sa aratam ca 2 - > , sau, echivalent,
ratam (@b+bcteca)? @@+ +E = abtbetea o COHVEEH
b 2 b+ b 242 2 b+b

(a+b+c)* ab+ c+ca24,adicéa +b*"+c¢* ab+ C+ca22,inegalitate

ab+bc+ca a?+b2+c? ab+bc+ca a?+b2+c?

care este evident adevarata.

MGO 28. Rezolvati in R* sistemul

a+b+c+d=6
a? + b+ +d? =12 .
4 (abc + abd + acd + bed) = 27 + 4abed

Leonard Giugiuc si Diana Trailescu, Drobeta Turnu Severin

Solutie. Notand a —1 =2z, b—1 =y, c—1 = zsid—1 = t, sistemul dat
rT+y+tz+t=2

este echivalent cu 2® +y’ T 241t =4 Avem zyzt >0, v +y+ 2+t >0s5i
Yzt = 1
ry+xz+at+yz+yt+2t =0, deci doud dintre numerele z, y, 2, t sunt pozitive si ce-
lelalte doua sunt negative. Fara a restrange generalitatea, presupunem ca x,y > 0
siz=—ut=—v,cuu,v>0 Avemu+v=x+y—2siu+0v?=4— (22 +y?).
Deoarece (u + v)? < 2(u? + v?), rezulta ca 2(z? +y?) + (z +y — 2)? < 8. Cum
(x4 y)? <2(2? + y?), deducem ci (z 4+ y)? + (x +y — 2)> < 8. Notand z +y = 2s
V3+1
2

rezultd ci 252 — 25 — 1 < 0, deci s < k, unde k = . Deci zy < s2 < k2. Pe

3-1 1 1
de alta parte, u—;—v js—llg \[2 = o5 deci uv < (s—1)% < e Rezulta ca
xyzt:xyuv§k2-4—2:f. Mai mult, xyztzzdacé si numai daca z =y = k si
1+v3 1+v31-V3 1-V3
2 7 2 72 72

5
S

Astfel

1
u=v= o adica (z,y,z,t) = <

343 343 3-43 3—¢§>
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

solutiile sistemului din enunt sunt (a, b, ¢,d) = (
si permutarile acesteia.
MGO 29. Fiea > —1. Rezolvati ecuatia
1010z + 12 = (a + 1) 2% — 10az — 12(a + 1).
Daniel Jinga, Pitesti

3 —12

Solutie. Ecuatia se rescrie sub forma v/10x + 12 + ax = (a + 1) 10

312 10
(@a+1)2 =y decia = ) +y1 +12, (1). Dar {10z + 12 +az =y, (2).
a
10
Adunand (1) si (2) se obtine: ¥/10z + 12 + (a + 1)z = ’3/Ty1 F12+y, (3).
a

. Notam
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Consideram functia f : R — R, f(z) = v/10x + 12 4 (a + 1)z. [ este strict

crescatoare, deci injectiva, iar relatia (3) se scrie f(x) = f , deci rezulta ca

Yy

a+1

xr = % Atunci din (2) se obtine: v/10z + 124ax = (a+1)z < 10z + 12 ==z
a

S8 -100-12=0234+8-102-20=0< (z+2)(22 —-22-6) =0 &

e {-2,1-V7,1+VT}.

MGO 30. Fie multimea Q[i] = {z € C| Rez,Imz € Q}. Determinati numerele
z € Q[i] pentru care exista n € N* astfel incat 2" = 1.

%k 3k

Solutie. Fie n € N*. Aratam ca daca 2" € {1, +i}, z € Q[i], atunci z € {£1, £i}.
Notam afirmatia cu P(n) si 1i demonstram valabilitatea prin inductie dupa n.
P(1) si P(2) sunt, evident, adevarate. Presupunem adevarata P(k) pentru orice
k <mn —1 si demonstram P(n), n > 3.

Pentru n par, n = 2m, m € N*, din 2?™ € {£1,+i}, z € Q]i] deducem ca
(22)™ € {£1,+i}, 2% € Qi], deci conform P(m) avem 22 € {£1,+i}, de unde
rezultd ca z € {£1, +i}, conform P(2).

Pentru n impar, fie z = z + yi, z,y € Q al. 2" € {£1,+i}. Analizam doar
cazul 2" = 1, celelalte trei cazuri fiind similare. Evident, |z| = 1, deci 2% + y? = 1.
Pentru a demonstra ca z € {%1,+i}, este suficient sa ardtam ca x = 0 sau
Sy = 3
c c
a,b,c € Z*. Deoarece a? + b*> = c2, deducem ci putem presupune cia ambele fractii
sunt ireductibile iar numerele a si b sunt diferite de 1 si prime intre ele. Ecuatia
2" =1 devine (a+0bi)" = ", deci Im (a+bi)" = 0. Aplicand formula binomului lui
Newton obtinem Cla" 1b—C3a"3p3 +. .. — (—1)%102*%21)”*2—1—(—1)”7_16” =0,
de unde rezulta ca orice divizor prim al lui a il divide si pe b, contradictie cu
presupunerea ca a si b sunt prime intre ele. Demonstratia propozitiei P(n) este
completd. Cum (41)* = (£i)* = 1, rezulta ca 41, +i sunt singurele numere din
Q[é] care verifica proprietatea din enunt,.

y = 0. Presupunem prin absurd ca z si y sunt nenule. Fie z =

Clasa a Xl-a

MGO 31. Flie permutarea o € Sap17 cu proprietatea ca o(i) =i+ 2 pentru orice
i €{1,2,...,2015}. Ardtati cd evistd x € Sap17 astfel incit ¥° = o.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti
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Solutie. Avem doua cazuri.

1) 0(2016) = 1 si 0(2017) = 2. Atunci permutarea o este un ciclu, si anume

o= (135...201724 ... 2016), deci are ordinul ord (o) = 2017. Luand z = o507
avemn z° — o4035 — 52017241 _

2) 0(2016) = 2 si 0(2017) = 1. Atunci o se descompune in produs de doi
cicli disjuncti, si anume o0 = (135 ... 2017)-(24 ... 2016), deci are ordinul
ord () = [1009, 1008] = 1008 - 1009. Luand = = o™, unde n = 210081009+ < N

5
5 1008-1009-2+1

avem r- = o = 0.

MGO 32. Se considerda numarul natural k, k > 2. Calculati limita sirului (an),>q

k[ 2 4
. . . Ap—10n_2
definit prin ap = —1, a1 = -2 si ap = ———, V. > 2.
Gnp—2

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

Solutie. Evident, a, < 0, Vn > 0 (inductie). Fie b, = In(—a,), Vn > 0. Atunci
bp = 0, by = In2 si kb, = 2bp,—1 + (4 — k)bp—2, Vn > 2. Ecuatia caracteris-
tica a acestei recurente liniare este kz? — 2z + k — 4 = 0, avand determinantul
A= —4(k2 — 4k — 1) # 0, deci radécinile sale 1, 2o sunt distincte.

Pentru k& > 5 avem A < 0, deci 1,22 € C\ R, x9 = 77 si exista ¢j,c0 € C
al b, = 1z + cex, Yn > 0. Din by = 0 obtinem c; = —c1, deci avem
by, = c1(z] —24), Vn > 0. Considerand forma trigonometrica x; = r(cost+isint),

unde r = |z1| = |z2| = \/k—:i (deoarece z1xe = k—;‘i) site (0,2m)\ {r} (deoarece

z1 & R), rezultd ca b, = 2ic; - r"sinnt, Yn > 0. Deoarece by = In2 obtinem

In2 "1 1n 2sinnt In 2 sin nt n-l
1 = 5, deci b, = : = — (V) s vn >0
2irsint sint sint
Rezulta ca lim b, =0, deci lim a, = —1.
n—oo n—oo

1++5

Pentru k = 2 avem z12 = si by, = c12] 4+ coxy, Y1 > 0. Din by =0

2
n n
In2 1 5 1—+/5
si by = In2 obtinem ca b,, = 22 V5 — V5 , VYn > 0. Deci
3 ’ \/5 2 2
lim b, = oo si astfel lim a, = —o0.
n—oo n—o0
1 . 1\"
Pentru £k = 3 avem z; = 1, x2:—§§lbn261+62 —3 , Vn > 0.
3In2 1\"
Din by = 0 si by = In2 obtinem ci b, = I [(1 - <3> ] , Vn > 0, deci
3In2
lim b, = - si lim a, = —V/8.
n—oo n—oo
by— b In2
Pentru k = 4 avem b,, = %1, Vn > 2, deci b, = 2ni1 = %, Vn > 1, prin
urmare lim b, =0si lim a, = —1.

n—oo n—oo
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MGO 33. Fie sirurile (n)n>1, (Yn)n>1 ¢ (2n)n>1 de numere reale pozitive,
Tn+1 1 T+ r2+...+x,

astfel incdt lim =1, y, = st zp = max {x1,x2,...,Tn},
n—oo Iy n
, Oy e o oqa o Yntl .. RAn+tl
pentru orice n > 1. Aratati ca lim UARAE ] st lim UAHSEHED
n—oo  Yp n—oo  Zp

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

Yn+1 Sn+1 n

Solutie. Avem = . ,unde s, =21 + 22+ ...+ x,, Vn > 1. Sirul
Yn Sn n+1

(sn) este crescator, deci exista lim s, = [, finitd sau +00. Daca limita [ este finita,

n—oo
. .. Sn+1 l v . . A

atunci [ > s; = 21 > 0, deci lim = - = 1. Daca | = 400, atunci aplicand

n—00 Sy, l
. Sn+1 . Sn+2 — Sn+1 . Tn4l .
Lema Stolz-Cesaro avem lim % = lim 22" — iy 22 — 1 Prin
n—oo Sy n—00  Sp41 — Sp n—oo  ITp
. . . 1 . Sptl L. n
urmare, in ambele cazuri avem lim Intl _ lim 2. =1-1=
n—oo  Ypn n—oo §, n—ooon+ 1

Evident, z,4+1 = max{zy,Zn+1}, ¥n > 1. Daca z, > Tp41, atunci 2,41 = 2,

. Zntl o . . Zn+l  Tntl _ Tptl
deci 2 — 1. Dac 2n < Ty, atunci zp41 = Tp41 51 1 < ntl _ oot < nt
Zn Zn Zn, In
. . Zn41 x 1
(deoarece, evident, z, > x,). Prin urmare, avem 1 < "l < mpax {1, 22 L
Zn Tn
A . . . ¢ v 7 Zn+1
Vn > 1. Aplicand Criteriul clestelui rezulta ca lim =1.
n—oo  zp
Remarcam ca, in ipotezele date, daca t, = min{xy,z9,...,x,}, pentru orice
. N . . Tn41 tna1
n > 1, atunci, procedand ca mai sus, avem min < 1, ntl b < nt <1,Vn >1,
xn n
.ot
deci si lim ntl— .
n—oo

n

MGO 34. Demonstrati ca daca matricele A, B,C € M, (Q) verifica relatia
(B—C)? = (A+ B)(A+0O), atunci det(AB — BA+CA — AC + CB — BC) = 0.

George Mihai, Slatina

Solutie. Fie x; si x5 radacinile ecuatiei 22 —z—1 =0, deci 21 +22 = 1, 129 = —1
5 3 3 9y ) b

1++5
T2 = \f Consideram matricele U = A+ x1B 4+ 22C si V = A+ x9B + x:C.

Avem UV = A2 — B2 - C?4+ BC+CB+x,(BA+AC+ BC) +x9(AB+CA+CB).
Dar A2 - B?-C?+BC+CB=A-(B-C)??=A2-(A+B)(A+0) =
—(BA+AC+BC),deciUV = (21— 1)(BA+ AC+ BC)+22(AB+CA+CB) =
22(AB+CA+CB—~BA—AC—BO). Evident, det U = a+bv/5 si det V = a—b/5,
cu a,b € Q. Pe de o parte, det(UV) = det U det V = a? — 5b € Q, iar pe de alta
parte det(UV) = det (z2(AB+CA+CB — BA— AC — BC)) = z}det(AB +
CA+CB - BA— AC — BC). Cum zy € R\ Q (deoarece 275 = ¢, & dn /5,
cu ¢p,d, € Q, iar daca d, = 0 ar rezulta ca x; = +x9, fals), conchidem ca
det(AB+CA+CB—-BA—-AC — BC) =0.
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MGO 35. Fie f : D — R o functie convexa (sau concava), D C R. Atunci f
este continua pe Int D (unde Int D = {x € R | 3V vecindgtate a lui x a.i. V C D}
reprezintd multimea punctelor interioare ale domeniului de definitie D).

% 3k 3k

Solutie. Consideram ca f este convexa (cazul f concava este similar sau poate
fi redus la cazul considerat, luand functia —f). Fie un punct arbitrar z € Int D.
Evident, exista [a,b] C D a.i. z € (a,b). Fie (z,),,~; C D un sir arbitrar a.i.
T, — x si z, > z, Vn. Evident, exista un rang no al. x, < b, Vn > ng.
Pentru orice n > ng avem x,, = a,x + (1 — a,)b si © = Bpa + (1 — Bp)zp, unde

b—x, Ty —

$i ﬂn:

2 Evident, an, By € (0,1), Vn > ng, a, — 1 si
-z Tp —a
Bn — 0. Functia f ﬁindnconvexé, rezulta ca f(zy) < anf(z) + (1 — ay) f(b) si

F(0) < Buf (@) + (1= ) o). Asttelavemn L= <y < 50 +

n
(1 — an)f(b), Vn > ng. Aplicand Criteriul clestelui rezulta ca f(x,) — f(x),
prin urmare fg(xr) = f(x). Analog se demonstreaza ca fs(z) = f(z) (luand
T, =z, a<z, <x<b z,=aa+ (1-a,)zr, v=LFLz, + (1—/p])b, etc.) si
astfel rezulta ca f este continua in punctul z.

Ay =

Clasa a Xll-a

MGO 36. Sa se calculeze integrala

™

P L —
0 1+ﬂewsin<x—l—z)

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

/2 x /2
Solutie. I :/ e.cosac dz :/ (?osx
o 1l+e*(sinx+ cosz) o e *+sinz+cosx

1/”/2 ) e +sinx —cosx d 1/7’/2 1+(6_z+sinx+cosa:)/
= — _ xzi

2 Jo e T +sinx + cosx 2 Jo e T 4+sinx + cosx
/2 1 e 241

21
T

1
=3 [z +1n(e™ +sinx + cos z)]

N

0

MGO 37. Fiea <b sin € N*. Calculati urmatoarele integrale:

b
1
a) I = dr.
) b /a (z — a)2n+1 4 (z — b)** !
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b 1
b) IQ = /a (;(; _ a)zn ~ (x ~ b)2n dx.

B b (-’L‘—(I)n
5= [ G o

Daniel Jinga, Pitesti

Solutie. Cu schimbarea de variabila z = a + b — t, cele trei integrale devin:

b b
1 1
a) [1 = dt = dt =
) 1 /a (b _ t)Q,rLJrl + (CL o t)2n+1 /a *(t - b)2n+1 - (t o a)2n+1
—1I1, deci 21} = 0 si astfel I; = 0;

b
1
bI:/ dt = —Iy, deci Iy = O:
) 2 o (b= —(a— )™ 2 2

[ (b=t P (=1)"(t — b)" B

bc) b= / (b=t +(a—1" "= / B Ty Y e T

(t_b)n . ( _a)n B ‘

[ amrraapn® = [ ayrrtap @ = b oo ded
b

2I3 =b— asi astfel I3 = ;a

MGO 38. Se considerd functiile polinomiale f,g : R — R , f(x) = 22% — 323 +
1022 — 22 + 2 si g(z) = 2* + 323 — 322 + 102 — 2. Fie h : R — R o functie
polinomiala de gradul 4. Sa se arate ca functia h verifica inegalitatea dubla
g(x) < h(z) < f(z), Vo € R, daca si numai daca exista A € [0,1] astfel incat
h(z) =Af(x)+ (1 =N g(z), Ve € R.

George Mihat, Slatina

Solutie. Avem f(x) — g(x) = (22 — 3z + 2)? = (v — 1)*(z — 2)%2. Fie functia
polinomiala u(z) = h(z) — g(x). Inegalitatea g(x) < h(z) < f(z), Vz € R, (1),
este echivalenta cu 0 < h(z ) —g(z) < f(z) — g(z), Vo € R, adica cu inegalitatea
0<u(x)<(z—-1)72%x-22%VzeR, (2).

Daca h verifica (1), atunci luand = = 1 in (2) rezultd ca u(l) = 0, deci
u(z) se divide cu # — 1. Fie u(x) = (z — 1)v(z). Inlocuind in (2) rezulti ci
0 < |u(z)| < |z —1|(x—2)% Vo € R\ {1}. Luand acum = — 1 rezulta ci v(1) = 0,
prin urmare u(z) se divide cu (x—1)2. Analog se obtine ci u(z) se divide cu (z—2)2.
Cum grad u(z) < 4, deducem ci u(z) = Az — 1)?(x —2)2, Vo € R, (3), cu
A € R. Inlocuind din nou in (2) rezultii ci A € [0,1]. Evident, (3) este echivalenti
cu h(z) — g(z) = A(f(x) — g(x)), adica cu h(z) = Af(z) + (1 — N)g(x), Va € R.

Reciproc, dacéd h are aceastd ultima forma, cu A € [0, 1], atunci u are forma
(3), deci verifica (2) si astfel h verifica (1).
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MGO 39. Daca f : [0,1] — R este o functie integrabila, aratati ca are loc

inegalitatea
/%M /f dt> da;<\f/f2

Florin Stanescu, Gaesti

1
Solutie. Daca / f(z)dr = 0, atunci inegalitatea din enunt este evidenta. Pre-
0

supunem in continuare ca I = / f(x)dx # 0. Luand a = f(Ix)
V14 at <V2(1—a+a?), Ya € R (echivalenta cu (a—1)* > 0) si integrand pe inter-

1 2(
valul[O,l],obpinemcé/ 1+f ( )d <\f[ / f:n d$+/ [ ]
0
1 1
adicd 12/ \/I4+f4($)dm§\/§[l—j_-[+[2/ fQ(x)dx],de unde rezulta
0 0

inegalitatea din enunt.

in inegalitatea

MGO 40. Determinati grupurile finite G cu proprietatea ca reuniunea oricaror
doud subgrupuri ale lui G este tot un subgrup al lui G.

%k 3k

Solutie. Demonstram ca pentru orice doua subgrupuri H si K ale lui G avem
H C K sau K C H prin reducere la absurd. Tntr—adevér, in caz contrar ar exista
he H\K si ke K\ H, deci h,k € HUK si hk ¢ HU K, contradictie cu faptul
ca H U K este subgrup al lui G.

Fie z € G ai. ord(zx) = max{ord(t) | t € G} (exista, conform Teoremei
lui Lagrange). Pentru orice y € G avem |(y)| = ord (y) < ord (z) = |(z)|, deci
(y) D (x); astfel (y) C (x), deci y € (x). Rezulta ca (x) = G, deci G este grup
ciclic, adica G ~ Z,, unde n = |G|.

Demonstram ca n = p™, cu p numar prim si m € N, prin reducere la absurd.
Intr-adevar, in caz contrar n ar avea printre divizori doud numere prime distincte

psig, decipe (P)\(q) si g€ (@) )\ (p), siastlel (p)  (q) si (q) € (p), contradictie.
Reciproc, grupul Zym, cu p numar prim si m € N, satisface conditia din enunt,

~

deoarece subgrupurile sale au forma <pi>, 1 = 0, m, si pentru orice ¢ < j avem

)< (@)
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Probleme propuse

Clasa a V-a

MGO 41. Numerele naturale nenule sunt afisate in patratelele unei tabele electro-
nice astfel incat sa se formeze repetat Numarul Marii Uniri, adica 19181918..., ca
mai jos. Tabela are cinci linii, numerotate de sus in jos cu 1,2,...,5, iar coloanele
sale sunt numerotate de la stanga la dreapta cu 1,2, ... .
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Pe ce linie si pe ce coloana se afla Numarul Centenarului, | 2018 [?

Costel Anghel, Slatina

MGO 42. Determinati numerele naturale nenule n pentru care numarul 1.2-3-...-n
se termina in exact 2018 zerouri.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

MGO 43. Aritati cd numarul A = 10772 + 11271 ge divide cu 37, pentru orice
n € N.

Florea Badea, Scornicesti

MGO 44. Cate numere naturale de forma acbabe, scrise in baza 10, sunt divizibile
cu 77

Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Slatina

MGO 45. Numirul ab scris in baza 10 se numeste special daca restul si catul
impartirii lui @ prin b sunt numere naturale nenule egale. Cate numere speciale
exista’?

Adrian Turcanu, Pitesti
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Clasa a Vl-a

MGO 46. Calculati suma ultimelor 503 cifre ale numarului N =1-2-3-...-2018.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

MGO 47. Fie ABC un triunghi cu AB # AC. Determinati pozitia punctului P

|AB — AC|

situat pe bisectoarea unghiului BAC pentru care PG = , unde G este

centrul de greutate al triunghiului BC'P.

Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Slatina

MGO 48. Aratati ca oricare ar fi numerele naturale n, a, b, r cu 0 <r < 3 si
a>b>1, numarul N = n2et" — p%+7 este divizibil cu 30.

Marian Haiducu, Pitesti

MGO 49. Determinati numerele naturale a si b, stiind ca cel mai mare divizor
comun al lor este 1005, iar suma patratelor lor este egala cu 10100250.

Marin Chirciu, Pitesti
MGO 50. Fie ABC un triunghi, D un punct pe dreapta BC' diferit de B si de C,

M un punct pe segmentul (AD), iar E si F picioarele perpendicularelor duse din
D pe dreptele M B, respectiv M C'. Stiind ca [DE] = [DF| si EF||BC, aratati ca:

a) E€ (MB)si F € (MC), iar D este mijlocul lui [BC].
b) Triunghiul ABC este isoscel, [AB] = [AC].

Florin Stanescu, Gaesti

Clasa a Vll-a

25n —1
MGO 51. Determinati numerele rationale de forma A = %, cun € N*.
n

Marin Chirciu, Pitesti

MGO 52. In exteriorul triunghiului ABC avand m (<A) = 30° se construiesc
triunghiurile echilaterale ABD si ACE. Fie K simetricul punctului A fata de
mijlocul segmentului [DE]. Aratati c& Apxc = Aapp + Aace — 3Aapc.

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava
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MGO 53. Fie ABCD un patrulater convex, a, b, ¢, d lungimile laturilor si d;, da
lungimile diagonalelor sale. Aratati ca
atbte+d _ d3 +d3 _atbtctd
4 di + do 2 '

Marian Haiducu, Pitesti

MGO 54. Fie ABC un triunghi circumscris unui cerc C de centru I. Cercul C
este tangent laturilor BC, C'A, AB in punctele D, E, respectiv F si intersecteaza
segmentele [AI], [BI], [CI] in punctele M, N, respectiv P. Aratati ca triunghiurile
DEF si MNP au acelasi centru de greutate daca si numai daca triunghiul ABC
este echilateral.

Marin Ionescu, Pitesti

n(n+1)

MGO 55. Fie numerele reale aj, as, ..., a, avand suma egala cu . Daca

Ve + 12+ (a2 +2)2+/(ag +2)2+ (a3 + 3)2+...++/(an +n)2 + (a1 +1)2 <
n+1
=0.

2
Sorin Ulmeanu si Costel Balcau, Pitesti

3
n(n +1)v/2, sésearatecéa1—1+2<a2—2>+...+n<an—

Clasa a Vlll-a

MGO 56. Fie VABCD si VAEF doua piramide regulate de varf V' astfel incat
inaltimile lor sunt congruente si EF||BD. Calculati raportul dintre volumele celor
doua piramide.

Florea Badea, Scornicesti si Costel Anghel, Slatina

MGO 57. Reprezentati grafic, intr-un sistem de coordonate xQy, solutiile ecuatiei

23+ P+ (x +y) +50(x + y) + 152y = 500, =,y € R.
Marin Chirciu, Pitesti
MGO 58. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’, E mijlocul segmentului [AA’] si
F € C'D’ astfel incat EB L DF. Calculati cosinusul unghiului dintre planele
(EBD) si (FBD).
Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

1 1 1
MGO 59. Fien € N,n > 2sixy,x2,...,2y > 0 astfel incit —+—+...+— =n.
xr1T X2 Tn

Aratati ca x%xg + x%xg +...+ x%_lxn + :L%xl >2(x1+x2+ ...+ xy) — N
Marin Ionescu, Pitesti

2 2
MGO 60. Aflati a, b, c,d > 0, stiind cad a+b+c+d =2 si +
5 ’ 5 ’ ) ’ 2a+b+612b+6+d

d%etdta 2dtatb (@ibcrd (@robrd  @rdbre

Florin Stanescu, Gaesti

_l’_
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Clasa a IX-a

MGO 61. Se considera triunghiul ABC' si punctele M € (AB), N € (AC),

P € (BQC) astfel incat AM = CP, AN = BP, BM = CN. Fie A', B', C' mijloacele

segmentelor [BC], [AC], respectiv [AB], iar M’, N’, P/ mijloacele segmentelor [N P],
hahyhe

[MP], respectiv [MN]. Aritati ca A'P'- B'N' - C'M’ = sb , unde hq, by, he

reprezinta lungimile naltimilor triunghiului ABC.

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

MGO 62. Fie z,y,z € [0,2] astfel incat xy + yz + zz + xyz = 4. Determinati
4—xy 4—yz +4—zx

d+axy 4d+yz 4+ zx

valorile extreme ale expresiei

Leonard Mihai Giugiuc, Romania si Michael Rozenberg, Israel

MGO 63. Fie ABC si A’B'C" doua triunghiuri asemenea astfel incat vectorii
, / . / . . . . . ~g v v .

AA', BB' si CC' nu sunt toti coliniari si au suma 0. Sa se arate ca cercurile

inscrise in cele doua triunghiuri au acelasi centru daca si numai daca triunghiurile

sunt echilaterale.

Marin Ionescu, Pitesti

MGO 64. Sa se determine numerele reale x,y, z,t,u, v cu proprietatea ca

11 11
T+yt+ztttutv= <x2+y2+22+12> <y2—|—22+t2+12> <z2+t2+

Daniel Jinga si Costel Balcau, Pitesti
MGO 65. Determinati functiile f : N — N cu proprietatea ca
flx+y) = f(2) + f(y) + 22y(22? + 3zy + 2¢°), Vo,y € N.

Sorin Ulmeanu, Pitesti
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Clasa a X-a

MGO 66. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia

5° 4974107 4127
37 + 47 + 67 + 87 + 15

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

1

1
-+ —. Demonstrati ca
b ¢

1
MGO 67. Fie a,b,c > 0 astfel incat a +b+c= — +
a
Va2 + b2 + ¢ +2v2 — V3 > 2v/2abe.
Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin

MGO 68. Determinati numerele reale pozitive k pentru care inegalitatea

Vka+14+VEkb+1+Vke+1>3VEk+1
are loc pentru orice a, b, c € [0, 00) astfel incat a + b+ ¢ = ab + bc + ca > 0.

Leonard Mihai Giugiuc, Roméania, Michael Rozenberg, Israel
si Valmir Krasniqi, Kosovo

MGO 69. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

(sin2 x) cos’ @ = (0082 a;) sin’ @ .

Daniel Jinga, Pitesti

MGO 70. Rezolvati in C3 sistemul

a? = b(2b — c)
b2 = c(2c — a)
c? = a(2a — b)

Florin Stanescu, Gaesti
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Clasa a Xl-a

1
MGO T71. Se considera un triunghi ABC astfel incat arccos % <A B,C< %
1 1 1 12

> —,
1—|—cosQA+ 1—|—COS2B+ 14+cos2C — 5

Cand are loc egalitatea?

Demonstrati ca

Leonard Mihai Giugiuc, Romania si Michael Rozenberg, Israel

MGO 72. Fie matricea A € M,(C), n > 2, astfel incat (A*)* # O, unde A*
reprezinta matricea adjuncta a lui A. Si se arate ci rang (A*) = rang (A), pentru
orice k € N*.

Marin Ionescu, Pitesti

MGO 73. Fiea,be R, a <bsi f : [a,b] — [a,b] o functie derivabila cu f(a) = bsi
f(b) = a. Aratati ci exista c1,ca € (a,b), c1 # cg, astfel incat f'(c1)+ f'(c2) = —2.

Daniel Jinga, Pitesti

MGO 74. Fie (z,),~; un sir crescator astfel incat x,2 = n pentru orice n > 1.
e >
~ tinde catre 1.

n

Aratati ca
Cristinel Mortici, Targoviste

MGO 75. Aratati ca daca matricele A, B € My(C) verifica relatiile tr (AB) # 0
si AB?A+ BA2B = 2(AB)?, atunci AB = BA.

Raméane concluzia adevarata daca se renunta la ipoteza tr (AB) # 07

Florin Stanescu, Gaesti

Clasa a Xll-a

MGO 76. Determinati corpurile finite K cu proprietatea ca exista z,y € K astfel
incat (z+y) t=z"t+y L

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti

MGO 77. Determinati valoarea minima k € N\ {2018} cu proprietatea ca exista
un polinom f € Z[X] si niste numere intregi my, ma, ..., mogis distincte doua cate
doua astfel incat f(m;) = 2018 pentru orice ¢ € {1,2,...,2017} si f(mao18) = k.

Stelian Corneliu Andronescu si Costel Balcau, Pitesti
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e (cost — 3msint)y/1 + edmt

e3mt

MGO 78. Determinati > 1 stiind ca / dt =0,

—Ilnx
unde m este un numar real fixat.

Marin Chirciu, Pitesti

MGO 79. Fie a > 8> 0sia,b,c,d > 0 astfel incat a +b+c+d = 2a+ 3 si
a2+ 0%+ 2 +d? =2a% + B2 Ardtati cd a® + 0% + 3+ d® > 203 + B3

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin

" —1

MGO 80. Fiea, € R,n € N*sifunctia f : (0,00) = R, f(z) = aln:p—ﬁ-xn 1

a .2 1
Calculati / % - f(z) dx, unde a > 0 este fixat.
1oz

Daniel Jinga, Pitesti
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